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Exer
i
e 1 6 points

Partie A : Etude du 
as k = 1

f1(x) = x e−x.

1. Comme lim
x→−∞

e

−x = +∞, on a lim
x→−∞

f1(x) = −∞.

f1(x) =
x

e

x
. On sait que lim

x→+∞

e

x

x
= +∞ don
 lim

x→+∞

f1(x) = 0.

Don
 l'axe des abs
isses est asymptote horizontale à C1 en +∞.

2. f1 produit de fon
tions dérivables sur R est dérivable sur R :

f ′

1(x) = e

−x − xe−x = e

−x(1− x).

Comme e

−x > 0 sur R, le signe de f ′

1(x) est 
elui de 1− x.

Don
 f ′

1(x) > 0 si x < 1 et f ′

1(x) < 0 si x > 1. D'où le tableau de variations :

x −∞ 1 +∞

f ′

1(x) + 0 −

f(x)

e

−1

−∞ 0

3. g1(x) = −(x+ 1)e−x

g1 étant dérivable, on a pour tout réel,

g′1(x) = −1e−x − (x+ 1)(−e

−x) = −e

−x + (x+ 1)e−x = xe−x = f1(x).

Don
 g1 est bien une primitive de la fon
tion f1 sur R.

4. Comme pour tout réel x, ex > 0, f1(x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Le tableau de variations 
i-dessus montre don
 que f1(x) < 0 sur ]−∞ ; 0[ et f1(x) > 0 sur

]0 ; +∞[.

5. Comme la fon
tion est positive sur ]0 ; +∞[, elle l'est aussi sur ]0 ; ln 10], don
 l'aire 
her
hée
est en unités d'aire égale à l'intégrale :

∫

ln 10

0

f1(x) dx = g1(ln 10) − g1(0) = −(ln 10 + 1)e− ln 10 + e

0
.

Comme e

− ln 10 =
1

e

ln 10
=

1

10
, l'aire est égale à : 1−

1 + ln 10

10
=

9

10
−

ln 10

10
≈ 0,67 u. a.

Partie B : Propriétés graphiques

1. De façon évidente fk(0) = k × 0× e

0 = 0, don
 les 
ourbes Ck passent par l'origine.

2.a. Produit de fon
tions dérivables sur R, la fon
tion fk l'est aussi et :

f ′

k(x) = ke−kx − k × kxe−kx = ke−kx(1− kx).

b. k stri
tement positif, et e

−kx > 0, pour tout réel x, don
 le signe de la dérivée f ′

k(x) est


elui de 1− kx.

Or 1− kx < 0 ⇐⇒
1

k
< x ; 1− kx > 0 ⇐⇒

1

k
> x ; 1− kx = 0 ⇐⇒

1

k
= x.

Il en résulte que la fon
tion fk est : 
roissante sur ]−∞ ;
1

k
[, et dé
roissante sur ]

1

k
; +∞[ ;

elle admet don
 un maximum en

1

k
: fk

(

1

k

)

= k ×
1

k
× e

−k× 1

k = 1e−1 =
1

e

≈ 0,368.

Con
lusion : toutes les fon
tions ont le même maximum e

−1
pour x =

1

k
.
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. Le maximum pour k = 2 est obtenu pour x =
1

2
= 0,5, don
 le maximum pour fa est

obtenue pour une valeur

1

a
inférieure à 0,5 don
 a > 2.

Remarque : en fait on peut penser que l'abs
isse du maximum est à peu près égale à 0,1,


e qui 
orrespond à a = 10.

d. Une équation de 
ette tangente est :

y = f ′

k(0)(x − 0) + fk(0) ⇐⇒ y = k(1− 0)e0x+ 0 ⇐⇒ y = kx.

e. Le 
oe�
ient dire
teur de la droite (T ) est égal à
0,6

0,2
= 3.

Don
 la 
ourbe Cb 
orrespond à la valeur b = 3.

Exer
i
e 2 5 points

1. Pour t = 0 dans la représentation paramétrique de d1, on obtient x = 2 ; y = 3 et z = 0
don
 A(2 ; 3 ; 0) appartient à d1.

2. On sait que dans la représentation paramétrique d'une droite, les 
oe�
ients de x, y et z

donnent les 
oordonnées d'un ve
teur dire
teur de 
ette droite. On en déduit que

−→u1(1 ;−1 ; 1)
est un ve
teur dire
teur de d1 et

−→u2(2 ; 1 ; 0) est un ve
teur dire
teur de d2.
2

1
6=

1

−1
don
 les 
oordonnées ne sont pas proportionnelles : les deux ve
teurs

−→u1 et

−→u2 ne

sont pas 
olinéaires don
 les deux droites d1 et d2 ne sont pas parallèles.

3.

−→v · −→u1 = 1 + 2− 3 = 0 don


−→v ⊥ −→u1, et

−→v · −→u2 = 2− 2 + 0 = 0 don


−→v ⊥ −→u2.
−→v est bien orthogonal aux deux ve
teurs

−→u1 et

−→u2.

4. Soit P le plan passant par le point A, et dirigé par les ve
teurs

−→
u1 et

−→
v .

On étudie dans 
ette question l'interse
tion de la droite d2 et du plan P .

a. Soit

−→n (5 ; 4 ;−1).
−→n · −→u1 = 5× 1 + 4× (−1) + (−1)× 1 = 5− 4− 1 = 0 don


−→n ⊥ −→u1.
−→n · −→v = 5× 1 + 4× (−2) + (−1)× (−3) = 5− 8 + 3 = 0 don


−→n ⊥ −→v .

−→n est orthogonal à deux ve
teurs non 
olinéaires du plan P don


−→n est un ve
teur normal

à 
e plan.

P passe par A don
 une équation 
artésienne de P est :

5 (x− xA) + 4 (y − yA)− (z − zA) = 0 ⇐⇒ 5(x− 2) + 4(y − 3)− z = 0
⇐⇒ 5x+ 4y − z − 22 = 0 : P a pour équation 
artésienne : 5x+ 4y − z − 22 = 0.

b. On 
her
he l'interse
tion de d2 et de P :

on inje
te les expressions de x, y et z de la représentation paramétrique de d2 dans l'équa-

tion 
artésienne de P :

On obtient : 5(−5 + 2t′) + 4(−1 + t′)− 5− 22 = 0 ⇐⇒ 14t′ − 56 = 0 ⇐⇒ t′ = 4.

On rempla
e t′ par 4 : on obtient x = −5 + 2× 4 = 3 ; y = −1 + 4 = 3 et z = 5.

d2 et P ont un seul point 
ommun : B(3 ; 3 ; 5).

5. On 
onsidère maintenant la droite ∆ dirigée par le ve
teur

−→v (1 ;−2 ;−3 ), et passant par

le point B (3 ; 3 ; 5).

a. ∆ a pour représentation paramétrique :











x = 3 + k

y = 3− 2k

z = 5− 3k

, k ∈ R.

b. On 
her
he si d1 et ∆ sont sé
antes. Si 
'est le 
as, il existe t et k réels tels que :











2 + t = 3 + k

3− t = 3− 2k

t = 5− 3k

⇐⇒











t = 5− 3k

2 + 5− 3k = 3 + k

3 + 3k − 5 = 3− 2k

⇐⇒











t = 5− 3k

k = 1

k = 1

⇐⇒

{

k = 1

t = 2
.

En remplaçant k par 1 ou t par 2, on obtient que les deux droites ont un seul point

d'interse
tion : C(4 ; 1 ; 2).
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. i. D'après la question (3.) la droite ∆ dirigée par le ve
teur

−→v est orthogonale aux droites

d1 et d2.

ii. D'après la question (5b.) les droites d1 et ∆ sont sé
antes en un point C(4 ; 1 ; 2).

iii. Par ailleurs , le point B(3 ; 3 ; 5) appartient à la droite ∆ par dé�nition (5.) et à la droite

d2 d'après la question (4b.)

iv. Don
 la droite ∆ est sé
ante ave
 les deux droites d1 et d2 et orthogonale à 
es deux

droites 
e qui répond au problème posé.

Exer
i
e 3 4 points

1. Réponses a et 


P (X < 0,5) =

∫

0,5

0

f(x) dx, par dé�nition.

Une primitive F de f est dé�nie par F (x) = 1

3
(x3 + x2 + x).

Don
 p(X < 0,5) = F (0,5) − F (0) = 1

3
(0,53 + 0,52 + 0,5) ≈ 0,292.

2. Réponse b

E(X) =

∫

1

0

xf(x) dx, par dé�nition.

xf(x) = 1

3
(3x3 + 2x2 + x). Une primitive G est dé�nie par G(x) = 1

3

(

3

4
x4 + 2

3
x3 + 1

2
x2
)

.

Don
 E(X) = G(1) −G(0) = 1

3

(

3

4
+ 2

3
+ 1

2

)

− 0 = 1

3
× 23

12
= 23

36
.

3. Réponse d

Un ve
teur dire
teur de la droite D est le ve
teur

−→
d (1, 2, 3), un ve
teur dire
teur de la

droite D′
est le ve
teur

−→
d′ (1, 1, − 1).

−→
d ·

−→
d′ = 1 + 2− 3 = 0.

Ces deux ve
teurs sont orthogonaux, les droites D et D′
sont don
 orthogonales.

Aussi par élimination : la a. est fausse 
ar les ve
teurs dire
teurs ne sont pas 
olinéaires, b.

est fausse 
ar il n'y a pas de point d'interse
tion et 
. est fausse 
ar C n'est pas sur D.

4. Réponse 


Un ve
teur normal au plan P est le ve
teur

−→
n (1,1, − 1).

Ce ve
teur est un ve
teur dire
teur de la droite D′
.

Ce qui entraîne que 
e plan est orthogonal à la droite D′
.

Exer
i
e 4 4 points

Candidats n'ayant pas suivi l'enseignement de spé
ialité

Partie A :

1. La formule à saisir dans la 
ellule B4, puis à re
opier vers le bas, permettant d'obtenir des

valeurs de la suite (un) dans la 
olonne B est = 5*B3/4 - B2/4

2. On 
omplète le tableau donné dans le texte ave
 des valeurs appro
hées à 10−3
près de un :

A B

1 n un

2 0 3

3 1 6

4 2 6,75

5 3 6,938

6 4 6,984

7 5 6,996
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3. On peut 
onje
turer que la suite (un) 
onverge vers le nombre 7.

Partie B : Etude de la suite

1.a. vn+1 = un+2 −
1

4
un+1 =

5

4
un+1 −

1

4
un −

1

4
un+1 = un+1 −

1

4
un = vn don
 la suite (vn)

est 
onstante.

b. La suite (vn) est 
onstante, don
 pour tout n, vn = v0 = u1 −
1

4
u0 = 6−

3

4
=

21

4
.

Don
, pour tout n, un+1 −
1

4
un =

21

4
don
 un+1 =

1

4
un +

21

4
.

2.a. Soit la propriété un < un+1 < 15.

� Initialisation

u0 = 3 et u1 = 6 don
 u0 < u1 < 15 ; la propriété est vraie pour n = 0.

� Hérédité

On suppose que pour n > 0, un < un+1 < 15 ; 
'est l'hypothèse de ré
urren
e.

un < un+1 < 15 =⇒
1

4
un <

1

4
un+1 <

15

4
=⇒

1

4
un +

21

4
<

1

4
un+1 +

21

4
<

15

4
+

21

4


e qui équivaut à un+1 < un+2 <
36

4
, soit un+1 < un+2 < 9.

On en déduit que un+1 < un+2 < 15 don
 que la propriété est vraie au rang n+ 1.

� Con
lusion

On a véri�é que la propriété était vraie pour n = 0 ; on a démontré qu'elle était héré-

ditaire pour n > 0. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on peut dire que la propriété est

vraie pour tout n > 0.

On a don
 démontré par ré
urren
e que, pour tout entier naturel n, un < un+1 < 15.

b. � On a démontré que pour tout n, un < un+1 don
 la suite (un) est 
roissante.

� On a démontré que pour tout n, un < 15 don
 la suite (un) est majorée.

La suite (un) est 
roissante et majorée don
, d'après le théorème de la 
onvergen
e mono-

tone, la suite (un) est 
onvergente.

3.a. Pour tout n, wn = un − 7 don
 un = wn + 7.

� wn+1 = un+1 − 7 =
1

4
un +

21

4
− 7 =

1

4

(

wn + 7
)

−
7

4
=

1

4
wn +

7

4
−

7

4
=

1

4
wn

� w0 = u0 − 7 = 3− 7 = −4

Don
 la suite (wn) est géométrique de premier terme w0 = −4 et de raison q =
1

4
.

b. On en déduit que, pour tout n :

wn = w0 × qn = −4×

(

1

4

)n

= −4×
1

4
×

(

1

4

)n−1

= −

(

1

4

)n−1

.

Or un = wn + 7 don
, pour tout n, un = 7−

(

1

4

)n−1

.


. −1 <
1

4
< 1 don
, d'après les propriétés des limites des suites géométriques, lim

n→+∞

(

1

4

)n−1

= 0.

On en déduit que lim
n→+∞

un = 7.
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Exer
i
e 4 5 points Enseignement de spé
ialité

1.a.

{

bn+1 = 0,3bn + 0,5cn

cn+l = −0,5bn + 1,3cn
don


{

b1 = 0,3b0 + 0,5c0 = 0,3× 1 000 + 0,5 × 1 500 = 1050

c1 = −0,5b0 + 1,3c0 = −0,5× 1 000 + 1,3 × 1 500 = 1450

Don
 U1 =

(

1 050

1 450

)

.

{

b2 = 0,3b1 + 0,5c1 = 0,3 × 1 050 + 0,5× 1 450 = 1040

c2 = −0,5b1 + 1,3c1 = −0,5× 1 050 + 1,3× 1 450 = 1360
don
 U2 =

(

1 040

1 360

)

.

b. On sait que

{

bn+1 = 0,3bn + 0,5cn

cn+l = −0,5bn + 1,3cn

e qui s'é
rit sous forme matri
ielle :

(

bn+1

cn+1

)

=

(

0,3 0,5

−0,5 1,3

)

×

(

bn

cn

)


'est-à-dire Un+1 = AUn.

2.a. On doit déterminer le réel a pour que PQ = QP = I.

PQ =

(

1 0

1 1

)

×

(

1 0

a 1

)

=

(

1× 1 + 0× a 1× 0 + 0× 1

1× 1 + 1× a 1× 0 + 1× 1

)

=

(

1 0

1 + a 1

)

PQ = I ⇐⇒ 1 + a = 0 ⇐⇒ a = −1 ; don
 Q =

(

1 0

−1 1

)

On véri�e : QP =

(

1 0

−1 1

)

×

(

1 0

1 1

)

=

(

1× 1 + 0× 1 1× 0 + 0× 1

−1× 1 + 1× 1 −1× 0 + 1× 1

)

=

(

1 0

0 1

)

Don
 la matri
e Q =

(

1 0

−1 1

)

est l'inverse de la matri
e P =

(

1 0

1 1

)

.

b. Soit la propriété An = PT nQ.

� Initialisation

On a admis que A = PTQ 
e qui s'é
rit A1 = PT 1Q ; la propriété est don
 vraie pour

n = 1.

� Hérédité

On suppose la propriété vraie au rang n > 1, 
'est-à-dire An = PT nQ ; 
'est l'hypothèse

de ré
urren
e.

An+1 = A×An =
(

PTQ
)(

PT nQ
)

= P
(

T (QP )T n
)

Q

Les matri
es P et Q sont inverses l'une de l'autre don
 QP = I.

Alors : T (QP )T n = TIT n = TT n = T n+1
, et on peut don
 é
rire An+1 = PT n+1Q 
e

qui démontre que la propriété est vraie au rang n+ 1.

Con
lusion

On a véri�é la propriété pour n = 1. On a démontré que la propriété était héréditaire

pour tout n > 1. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on peut dire que la propriété est

vraie pour tout n > 1.

On a don
 démontré que, pour tout n non nul, An = PT nQ.


. Soit la propriété T n =

(

0,8n 0,5n × 0,8n−1

0 0,8n

)

où T =

(

0,8 0,5

0 0,8

)

.

� Initialisation

Pour n = 1,

(

0,81 0,5× 1× 0,81−1

0 0,81

)

=

(

0,8 0,5

0 0,8

)

= T

Don
 la propriété est véri�ée pour n = 1.
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� Hérédité

On suppose la propriété vraie pour n > 1 
'est-à-dire T n =

(

0,8n 0,5n × 0,8n−1

0 0,8n

)

;


'est l'hypothèse de ré
urren
e.

T n+1 = T n × T =

(

0,8n 0,5n × 0,8n−1

0 0,8n

)

×

(

0,8 0,5

0 0,8

)

=

(

0,8n × 0,8 + 0,5n × 0,8n−1 × 0 0,8n × 0,5 + 0,5n × 0,8n−1 × 0,8

0× 0,8 + 0,8n × 0 0× 0,5 + 0,8n × 0,8

)

=





0,8n+1 0,8n × 0,5 + 0,5n × 0,8n

0 0,8n+1



 =

(

0,8n+1 0,5 (n+ 1)× 0,8n

0 0,8n+1

)

Don
 la propriété est vraie au rang n+ 1.

� Con
lusion

On a véri�é que la propriété était vraie au rang n = 1. On a démontré qu'elle était

héréditaire pour tout n > 1. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, on peut dire que la

propriété est vraie pour tout n > 1.

On a don
 démontré que, pour tout n > 1, T n =

(

0,8n 0,5n × 0,8n−1

0 0,8n

)

.

3. Pour N = 40 don
 au bout de 40 ans, on a à la fois B 6 2 et C 6 2, don
 le nombre de

buses et de 
ampagnols devient dangereusement réduit.

4.a. D'après la matri
e Un, on a bn = 1000×0,8n+
625

2
n×0,8n et cn = 1500×0,8n+

625

2
n×0,8n,

pour tout n.

De plus, bn et cn 
orrespondent respe
tivement aux nombres de buses et de 
ampagnols

don
 
e sont des nombres positifs : 0 6 bn et 0 6 cn.

On sait que n 6 10× 1,1n, don
 1 000 × 0,8n +
625

2
n× 0,8n 6 1 000 × 0,8n +

625

2
× 10×

1,1n × 0,8n don
 on peut dire que bn 6 1 000 × 0,8n + 3125 × 0,88n.

D'après les propriétés des limites des suites géométriques, 
omme −1 < 0,8 < 1, on sait

que lim
n→+∞

(

0,8
)n

= 0, et 
omme −1 < 0,88 < 1, on sait que lim
n→+∞

(

0,88
)n

= 0.

On en déduit que lim
n→+∞

(1 000 × 0,8n + 3125 × 0,88n) = 0.

On sait que 0 6 bn 6 1 000× 0,8n + 3125× 0,88n ; d'après le théorème des gendarmes, on

peut déduire que lim
n→+∞

bn = 0.

Par un raisonnement similaire, on démontre que lim
n→+∞

cn = 0.

b. Des mesures e�e
tuées dans des territoires 
omparables montrent que la population de


ampagnols reste toujours supérieure à au moins 50 individus, 
e qui veut dire que cn > 50.

Ave
 le modèle étudié, le nombre de 
ampagnols tend vers 0 don
 deviendra plus petit que

50 à partir d'un 
ertain rang.

A la lumière de 
es informations, le modèle proposé dans l'exer
i
e ne paraît don
 pas


ohérent.
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