
Terminale S DEVOIR SURVEILLE 7 25/03/19

Durée : 3 heures

Calculatrices autorisées.

EXERCICE 1 (8 points)

Soientf etg les fonctions définies sur]0 ; +∞[ par

f(x) = e−x et g(x) =
1

x2
e−

1

x .

On admet quef etg sont dérivables sur]0 ; +∞[. On notef ′ etg′ leurs fonctions dérivées respectives.
Les représentations graphiques def etg dans un repère orthogonal, nommées respectivementCf etCg

sont données ci-dessous :
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Partie A – Conjectures graphiques

Dans chacune des questions de cette partie, aucune explication n’est demandée.

1. Conjecturer graphiquement une solution de l’équationf(x) = g(x) sur ]0 ; +∞[.

2. Conjecturer graphiquement une solution de l’équationg′(x) = 0 sur]0 ; +∞[.

Partie B – Etude de la fonctiong

1. Calculer la limite deg(x) quandx tend vers+∞.

2. On admet que la fonctiong est strictement positive sur]0 ; +∞[.

Soith la fonction définie sur]0 ; +∞[ parh(x) = ln
(

g(x)
)

.

a. Démontrer que, pour tout nombre réelx strictement positif,

h(x) =
−1− 2x lnx

x
.
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b. Calculer la limite deh(x) quandx tend vers 0. On pourra utiliser le résultat :lim
x→0+

x lnx = 0.

c. En déduire la limite deg(x) quandx tend vers 0.

3. Démontrer que, pour tout nombre réelx strictement positif,

g′(x) =
e−

1

x

(

1− 2x
)

x4
.

4. En déduire les variations de la fonctiong sur ]0 ; +∞[.

Partie C – Aire des deux domaines compris entre les courbesCf et Cg

1. Démontrer que la point A de coordonnées
(

1 ; e−1
)

est un point d’intersection deCf etCg.

On admet que ce point est l’unique point d’intersection deCf etCg, et queCf est au dessus deCg sur
l’intervalle ]0 ; 1[ et en dessous sur l’intervalle]1 ; +∞[.

2. Soienta et b deux réels strictement positifs. Démontrer que

∫ b

a

(f(x)− g(x)) dx = e−a + e−
1

a − e−b − e−
1

b .

3. Démontrer que

lim
a→0

∫

1

a

(

f(x)− g(x)
)

dx = 1− 2e−1.

4. On admet que

lim
a→0

∫

1

a

(

f(x)− g(x)
)

dx = lim
b→+∞

∫ b

1

(

g(x) − f(x)
)

dx.

Interpréter graphiquement cette égalité.

EXERCICE 2 (7 points)

Partie A

Soit la fonctionf définie et dérivable sur[1 ; +∞[ telle que, pour tout nombre réelx ≥ 1,

f(x) =
1

x
ln(x).

On noteC la courbe représentative def dans un repère orthonormé.

1. Démontrer que la courbeC admet une asymptote horizontale.

2. Déterminer la fonction dérivéef ′ de la fonctionf sur [1 ; +∞[.

3. Etudier les variations de la fonctionf sur [1 ; +∞[.

Partie B

On considère la suite(un) définie par

un =

∫

2

1

1

xn+1
ln(x) dx pour tout entier natureln.

1. Démontrer queu0 =
1

2
[ln(2)]2.

Interpréter graphiquement ce résultat.
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2. Prouver que, pour tout entier natureln et pour tout nombre réelx de l’intervalle [1 ; 2], on a

0 6
1

xn+1
ln(x) 6

1

xn+1
ln(2).

3. En déduire que, pour tout entier natureln, on a

0 6 un 6
ln(2)

n

(

1−
1

2n

)

.

4. Déterminer la limite de la suite(un).

EXERCICE 3 (5 points)

On considère les nombres complexeszn définis pour tout entiern > 0 par la donnée dez0, où z0 est
différent de 0 et de 1, et la relation de récurrence :

zn+1 = 1−
1

zn
.

1. a. Dans cette question, on suppose quez0 = 2. Déterminer les nombresz1, z2, z3, z4, z5 etz6.

b. Dans cette question, on suppose quez0 = i. Déterminer la forme algébrique des nombres
complexesz1, z2, z3, z4, z5 etz6.

c. Dans cette question on revient au cas général. Prouver que pour tout nombre complexez0
différent de 0 et de 1, onz3 = z0.

d. Dans le cas général oùz0 est un complexe donné, que peut-on conjecturer pour les valeurs
prises parz3n selon les valeurs de l’entier natureln?

Prouver cette conjecture.

2. Déterminerz2 016 dans le cas oùz0 = 1 + i.

3. Existe-t-il des valeurs dez0 tel quez0 = z1 ? Que peut-on dire de la suite(zn) dans ce cas?
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