
Terminale S Corrigé devoir surveillé 5 20/01/20

Exerie 1 8 points

Première partie

Dans ette partie, on suppose que a = 2.

1. a = 2 don zA = 2 + 2i
√
3.

Calul du module : |zA| =
√
4 + 12 = 4.

Pour érire la forme exponentielle, il faut aluler un argument de zA, soit θ.

cos θ =
2

4
=

1

2
et sin θ =

2
√
3

4
=

√
3

2
, don θ =

π

3
.

La forme exponentielle de zA est 4 ei

π

3
.

2. Par symétrie, zC == 2− 2i
√
3 (forme algébrique) et zC = 4 e−i

π

3
(forme exponentielle).

3. QCM Réponse C.

Par symétrie, |zD| = |zA| et arg(zD) = arg(zA)− π = −2π

3
, don zD = 4 e−i

2π

3

4. Figure :

5. OA = |zA| = 4 = |zB | = OB. AB = |zB − zA| = |2 − 2i
√
3| = 4. Don le triangle OAB est

équilatéral. Par symétrie, OABC est un losange don (OA) et (BC) sont parallèles d'où (DA)
et (BC) sont parallèles et le quadrilatère ABCD est un trapèze.

On peut aussi aluler zA − zD = 2zA = zB − zC e qui prouve que

−−→
DA = 2

−−→
CB et (OA) et

(BC) parallèles.

6. [HB] est la hauteur issue de B du triangle équilatéral OAB don (HB) est une médiane issue

de B e qui prouve que H est le milieu de [OA] don zH = 1

2
zA.

Forme algébrique de zH : zH = 1 + i

√
3.

7. QCM Réponse C.

Ave les di�érentes symétries, l'aire du quadrilatère ABCD est égale à trois fois l'aire du

triangle OAB qui vaut

4× 2
√
3

2
, don A = 12

√
3.
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Deuxième partie

8. ℓ1 = OB = 4.

ℓ2 = AC = |zA − zC | = |4i
√
a2 − 1| = 4

√
a2 − 1.

9. Le quadrilatère OABC est un arré si ℓ1 = ℓ2, soit
√
a2 − 1 = 1 e qui donne a2 = 2 soit

a =
√
2 puisque a > 1.

Troisième partie

Soient (E) et (E′) les équations d'inonnue omplexe z :

(E) : z2 − 4z + 4a2 = 0 (E′) : z3 − 4z2 + 4a2z = 0

10. ∆ = 16 − 16a2 = 16(1 − a2). Comme a > 1 alors 1 − a2 < 0 et l'équation (E) admet deux

raines omplexes non réelles.

11. z1 =
4− i

√

16(a2 − 1)

2
= 2− 2i

√
a2 − 1 = zC et z2 = 2 + 2i

√
a2 − 1 = zA.

12. z3 − 4z2 + 4a2z = z(z2 − 4z + 4a2). Un produit est nul si l'un de ses fateurs est nul.

Don l'ensemble E ′
des solutions de l'équation (E′) est don {0, zA, zC}.

Exerie 2 6 points

Partie A : Étude d'une fontion auxiliaire

1. Méthode 1

a. Pour tout x ∈ R,

(

e

x −
1

2

)2

+
3

4
=

(

e

2x − 2× e

x ×
1

2
+

1

4

)

+
3

4
= e

2x − e

x + 1 = g(x).

b. Pour tout x ∈ R,

(

e

x −
1

2

)2

> 0, don g(x) > 0.

2. Méthode 2

a. ∆ = −3, don le polyn�me n'a pas de raine sur R, don ne s'annule pas et garde un signe

onstant, elui du oe�ient de X2
, soit X2 −X + 1 > 0 pour tout réel X.

b. On pose X = e

x
: alors g(x) = X2−X+1, et on en déduit que g(x) > 0 pour tout nombre

réel x.

Partie B : Étude d'une fontion

f est la fontion dé�nie sur R par : f(x) = x+ 2−
3ex

e

x + 1
.

1. Pour tout nombre réel x, f ′(x) = 1−
3ex × (ex + 1)− 3ex × e

x

(ex + 1)2
= 1−

3ex

(ex + 1)2

D'où : f ′(x) =
(ex + 1)2

(ex + 1)2
−

3ex

(ex + 1)2
=

e

2x + 2ex + 1− 3ex

(ex + 1)2
=

g(x)

(ex + 1)2
.

2. Limite en −∞ : lim
x→−∞

e

x = 0, don lim
x→−∞

3ex

e

x + 1
= 0.

lim
x→−∞

(x+ 2) = −∞, don par somme lim
x→−∞

f(x) = −∞.

Limite en +∞ : nous avons une forme indéterminée "∞/∞".

Changement d'ériture :

3ex

e

x + 1
=

3ex

e

x(1 + e

−x)
=

3

1 + e

−x
.

lim
x→+∞

e

−x = 0, don lim
x→+∞

3

1 + e

−x
= 3.

lim
x→+∞

(x+ 2) = +∞, don par somme lim
x→+∞

f(x) = +∞.
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3. f ′(x) a le même signe que g(x) puisque le dénominateur est stritement positif. Don f ′(x) > 0
pour tout x réel et f est stritement roissante sur R.

Tableau de variation de f sur R :

x −∞ +∞
+∞

f(x)

−∞

4. Sur R, la fontion f est ontinue ar dérivable et stritement roissante. Elle a pour intervalle

image R. Don, d'après le orollaire du théorème des valeurs intermédiaires, l'équation f(x) = 0
admet une unique solution α sur R.

5. f est stritement roissante et f(α) = 0, don sur ]−∞; α[, f(x) < 0, et sur ]α; +∞[, f(x) > 0.

6. f(0) = 0 + 2−
3

2
=

1

2
, f ′(0) =

g(0)

22
=

1

4
.

Don une équation de la tangente à la ourbe au point d'absisse 0 est : y =
1

4
x+

1

2
.

Exerie 3 6 points

1. Marion a autant de hanes de gagner que de perdre la première partie.

Don P (G1) = P (G1) =
1

2
.

2. D'après la formule des probabilités totales : P (G2) = P (G2 ∩G1) + P (G2 ∩G1).

Soit P (G2) = P (G1)× PG1
(G2) + P (G1)× P

G1
(G2) =

1

2
× 0, 6 +

1

2
× 0, 3 =

1

2
× 0, 9 = 0, 45.

On en déduit P (G2) = 1− P (G2) = 0, 55.

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : xn = p(Gn) et yn = P (Gn).

3. On proède omme à la question préédente en appliquant la formule des probabilités totales.

Pour tout entier naturel n non nul, on a P (Gn+1) = P (Gn+1 ∩Gn) + P (Gn+1 ∩Gn).

Soit xn+1 = xn × PGn
(Gn+1) + yn × P

Gn

(Gn+1) = 0, 6xn + 0, 3yn

yn+1 = 1− xn+1 = (xn + yn)− (0, 6xn + 0, 3yn) = 0, 4xn + 0, 7yn.

4. Pour tout entier naturel n non nul, on pose : vn = xn + yn et wn = 4xn − 3yn.

a. Pour tout n, vn+1 = xn+1+ yn+1 = xn+1+(1−xn+1) = 1, don la suite (vn) est onstante.

b. Pour tout n, wn+1 = 4xn+1 − 3yn+1 = 4(0, 6xn + 0, 3yn)− 3(0, 4xn + 0, 7yn),

soit wn+1 = 4× 0, 6xn − 3× 0, 4xn + 4× 0, 3yn − 3× 0, 7yn,

d'où wn+1 = (0, 6 − 0, 3) × 4xn + (0, 4 − 0, 7) × 3yn = 0, 3(4xn − 3yn) = 0, 3wn, don la

suite (vn) est géométrique de raison q = 0, 3.

Le premier terme : w1 = 4x1 − 3y1 = 0, 5.

. Pour tout n > 0, wn = w1 × qn−1 = 0, 5× 0, 3n−1
.

d. Pour tout n entier naturel non nul, wn = 4xn − 3yn et 3vn = 3xn + 3yn.

Par somme wn + 3vn = 7xn, soit xn =
wn + 3vn

7
=

0, 5 × 0, 3n−1 + 3

7
.

e. La suite (wn) est géométrique de raison q = 0, 3.

Puisque −1 < q < 1, (wn) onverge vers 0

Par somme et quotient, la suite (xn) onverge don vers
3

7
.
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