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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

En Mathématiques, un certain nombre de propriétés dépendent
d’un entier naturel n.

Par exemple, la somme des entiers naturels de 1 a n est égale

a
n(n+1)
2
On peut vérifier 'exactitude de ce résultat pour n =2, n = 3,
etc:
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

En Mathématiques, un certain nombre de propriétés dépendent
d’un entier naturel n.

Par exemple, la somme des entiers naturels de 1 a n est égale

a
n(n+1)
2
On peut vérifier 'exactitude de ce résultat pour n =2, n = 3,
etc:

@ Pourn=2: ... .
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

En Mathématiques, un certain nombre de propriétés dépendent
d’un entier naturel n.

Par exemple, la somme des entiers naturels de 1 a n est égale

a
n(n+1)
5
On peut Vvérifier 'exactitude de ce résultat pour n =2, n =3,
etc:
@ Pourn=2: 1+2—3et2(22+1)—3
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

En Mathématiques, un certain nombre de propriétés dépendent
d’un entier naturel n.

Par exemple, la somme des entiers naturels de 1 a n est égale

a
n(n+1)
5
On peut Vvérifier 'exactitude de ce résultat pour n =2, n =3,
etc:
@ Pourn=2: 1+2—3et2(22+1)—3

@ Pourn=38: ...
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

En Mathématiques, un certain nombre de propriétés dépendent
d’un entier naturel n.

Par exemple, la somme des entiers naturels de 1 & n est égale

a
n(n+1)
2
On peut vérifier 'exactitude de ce résultat pour n =2, n =3,
etc:
2(2+1
@ Pourn=2: 1+2:3et(2):3
3(83+1
o Pourn—3: 1+213—6et0 ) g

2
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

Méme si on le vérifie jusqu’a n = 100, cela ne démontre pas
que ce résultat est vrai pour tout n.
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

Méme si on le vérifie jusqu’a n = 100, cela ne démontre pas
que ce résultat est vrai pour tout n.

Pour effectuer cette démonstration, on dispose d’un outil
particulier : le raisonnement par récurrence.

ldée : le raisonnement par récurrence "est un instrument qui
permet de passer du fini a l'infini" (Poincaré).
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

Méme si on le vérifie jusqu’a n = 100, cela ne démontre pas
que ce résultat est vrai pour tout n.

Pour effectuer cette démonstration, on dispose d’un outil
particulier : le raisonnement par récurrence.

ldée : le raisonnement par récurrence "est un instrument qui
permet de passer du fini a l'infini" (Poincaré).

Le principe est le suivant : si on peut se placer d’abord sur un
barreau d’une échelle, et si on peut ensuite passer d’'un
barreau quelconque a son suivant, alors on peut gravir tous les
barreaux de cette échelle.
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

Pour démontrer par récurrence qu’une proposition P, est vraie
pour tout entier naturel n > ng, (Ny un entier naturel
quelconque, en général 0 ou 1), on procéde en trois étapes :
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

Pour démontrer par récurrence qu’une proposition P, est vraie
pour tout entier naturel n > ng, (Ny un entier naturel
quelconque, en général 0 ou 1), on procéde en trois étapes :
@ Initialisation : on vérifie que P, est vraie, c’est-a-dire que
P, est vraie pour n = ng.
C’est le premier barreau de I'échelle.
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence

Exemple

Pour démontrer par récurrence qu’une proposition P, est vraie
pour tout entier naturel n > ng, (ny un entier naturel
quelconque, en général 0 ou 1), on procéde en trois étapes :
@ Initialisation : on vérifie que P, est vraie, c’est-a-dire que
P, est vraie pour n = ng.
C’est le premier barreau de I'échelle.
@ Hérédité : On suppose que pour un entier k quelconque, la
proposition Py est vraie. Sous cette hypothése, on

démontre que la proposition Py ¢ est vraie.
C’est le passage d’un barreau quelconque au suivant.
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

Pour démontrer par récurrence qu’une proposition P, est vraie
pour tout entier naturel n > ng, (ny un entier naturel
quelconque, en général 0 ou 1), on procéde en trois étapes :

@ Initialisation : on vérifie que P, est vraie, c’est-a-dire que
P, est vraie pour n = ng.

C’est le premier barreau de I'échelle.

@ Hérédité : On suppose que pour un entier k quelconque, la
proposition Py est vraie. Sous cette hypothése, on
démontre que la proposition Py ¢ est vraie.

C’est le passage d’un barreau quelconque au suivant.

@ Conclusion : P, est vraie pour tout entier n ou pour tout

entier n > ng.
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

n
Montrons que » “g=1+2+...+n=——_—"
q=1
On note cette proposition Pp.
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

n
Montrons que » “g=1+2+...+n=——_—"
q=1
On note cette proposition Pp.

@ Initialisation :
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Raisonnement par récurrence

Introduction
Principe de récurrence
Exemple

n n(n+1
MontronsqueZq:1+2+...+n:(2).

q=1
On note cette proposition Pp.
@ Initialisation : Montrons que P, est vraie au rang 1,
c’est-a-dire que P, est vraie :
1(14+1)

= 1; c’est vérifié.
2
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Introduction
Principe de récurrence

Exemple




Raisonnement par récurrence
Introduction
Principe de récurrence

Exemple

@ Hérédité : Supposons que, pour un certain rang k, Pk

. L k(k+1)
est vraie, C’'est-a-direque :1+2+ ...+ k= ———.

Montrons alors que Pk ¢ est vraie : c’est-a-dire que :

2t (kg )= HEDKE2)

2
Or1+2+...+(k+1):k(k2+1)+(k+1):
(k+1)<g+1> :(“1)2(“2). cafd
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Raisonnement par récurrence
Introduction
Principe de récurrence

Exemple

@ Hérédité : Supposons que, pour un certain rang k, P
: L k(k+1)
est vraie, C’'est-a-direque :1+2+ ...+ k= ———.
Montrons alors que Pk ¢ est vraie : c’est-a-dire que :
(k+1)(k+2)

T2+ (k) ="FH—.
k(k+1)
Ort+2+. .. +(k+1)=—F—"+(k+1)=

(k+1)<g+1> (“1)2("*2)

@ Conclusion : ...
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Raisonnement par récurrence
Introduction
Principe de récurrence

Exemple

@ Hérédité : Supposons que, pour un certain rang k, P

L k(k+1)
est vraie, c’est-a-direque :1+2+ ...+ k= ———.

Montrons alors que Pk, ¢ est vraie : c’est-a-dire que :
(k+1)(k+2)
s

k(k+1)

142+, +(k+1)=

Or1+2+4...+(k+1)= +(k+1) =

(k+1) <g+1> SRS o

@ Conclusion : La propriété P, est vraie pour tout n > 1,

n(n+1
c’est-a-dire:1+2+...+n_(2).
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d’'une suite numérique

Comportement d'une suite numérique

Par "étudier le comportement de la suite (up)", on sous-entend
étudier les propriétés du nombre u, lorsque I'entier n devient
de plus en plus grand (variations, encadrement, comportement
alinfini ...).
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Définitions
Soient M et m deux nombres réels. On dit que la suite (uy) est :
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Soient M et m deux nombres réels. On dit que la suite (uy) est :

@ majoréepar Msi ...t
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Soient M et m deux nombres réels. On dit que la suite (uy) est :

@ majorée par Msi  pourtoutne N, u, < M.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Soient M et m deux nombres réels. On dit que la suite (uy) est :

@ majorée par Msi  pourtoutne N, u, < M.
@ minoréepar msi ...
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Soient M et m deux nombres réels. On dit que la suite (uy) est :

@ majorée par Msi  pourtoutne N, u, < M.
@ minorée par msi  pour tout n € N, up > m.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Soient M et m deux nombres réels. On dit que la suite (uy) est :

@ majorée par Msi  pourtoutne N, u, < M.
@ minorée par msi  pour tout n € N, up > m.
@ bornéesi ...l
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Soient M et m deux nombres réels. On dit que la suite (u,) est :

@ majorée par Msi  pourtout ne N,u, < M.
@ minorée par msi  pour tout n € N, up, > m.
@ bornéesi pourtoutneN,m< u, <M.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

@ Soit la suite (1)n>1 = {1/1;1/2;1/3;...}.




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

@ Soit la suite (1)s>1 = {1/1;1/2;1/3;...}.

Pour tout n € N*, 1 > 0.

Cette suite est donc minorée par 0, mais aussi par tout réel
négatif : un minorant n’est donc pas unique.

Elle est aussi majorée par 1 et par tout réel x > 1.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

@ Soit la suite (1)s>1 = {1/1;1/2;1/3;...}.

Pour tout n € N*, 1 > 0.

Cette suite est donc minorée par 0, mais aussi par tout réel
négatif : un minorant n’est donc pas unique.

Elle est aussi majorée par 1 et par tout réel x > 1.

@ Soit la suite (n?),50 = {0;1;4;...}.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

@ Soit la suite (1)p>1 = {1/1;1/2;1/3;...}.

Pour tout n € N*, 1 > 0.

Cette suite est donc minorée par 0, mais aussi par tout réel
négatif : un minorant n’est donc pas unique.

Elle est aussi majorée par 1 et par tout réel x > 1.

Comportement d'une suite numérique

@ Soit la suite (n?),>0 = {0;1;4;...}.

Pour tout n € N, n? > 0.

Cette suite est aussi minorée par 0 et par tout réel négatif;
en plus ici, 0 est le minimum de la suite atteint au rang 0.
Cette suite n’est pas majorée.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Définitions
La suite (un) admet pour limite le réel ¢ si tout intervalle ouvert
contenant £contient ...
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Définitions
La suite (un) admet pour limite le réel ¢ si tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient toutes les valeurs de u, a partir d’'un
certain rang.
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) ) e Suites majorées, minorées, bornées
Comportement d’une suite numérique Liwfiie (e alis sl

Limite infinie d’'une suite
Limites des suites usuelles

Définitions
La suite (un) admet pour limite le réel ¢ si tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient toutes les valeurs de uj, a partir d’'un

certain rang.

On écrit alors :
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) ) e Suites majorées, minorées, bornées
Comportement d’une suite numérique Liwfiie (e alis sl

Limite infinie d’'une suite
Limites des suites usuelles

Définitions
La suite (un) admet pour limite le réel ¢ si tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient toutes les valeurs de uj, a partir d’'un

certain rang.

On écrit alors :

[im Uun = €
n—oo
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K . Suites majorées, minorées, bornées
Comportement d’une suite numérique Liwfiie (e alis sl
Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Interprétation graphique




) ) e Suites majorées, minorées, bornées
Comportement d’une suite numérique e Tt GG G
Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Définitions

Soit A € R. La suite (up) admet pour limite +oo (resp. —oo) si
tout intervalle de la forme ]A; +o0[ (resp. | — oo; A[) contient
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Définitions

Soit A € R. La suite (up) admet pour limite +oo (resp. —oo) si
tout intervalle de la forme ]A; +o0[ (resp. | — oo; A[) contient
toutes les valeurs de u, a partir d’un certain rang.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Définitions

Soit A € R. La suite (up) admet pour limite +oo (resp. —oo) si
tout intervalle de la forme ]A; +o0[ (resp. | — oo; A[) contient
toutes les valeurs de u, a partir d’un certain rang.

On écrit alors :
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Définitions

Soit A € R. La suite (up) admet pour limite +oo (resp. —oo) si
tout intervalle de la forme ]A; +o0[ (resp. | — oo; A[) contient
toutes les valeurs de u, a partir d’un certain rang.

On écrit alors :

lim up =400 (resp. — o0)

n—oo
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K . Suites majorées, minorées, bornées
Comportement d’une suite numérique e Tt GG G
Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Interprétation graphique




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Théoremes

lim n=...
n—-+oo




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Théoremes

lim n=+oco
n—-+oo




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Théoremes

lim n= 400 lim n? =...
n—+oo n——+o0o




Comportement d'une suite numérique

Théoremes

lim n= 400 lim n?
n—+oo n——+o0o

Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

:+OO




Comportement d'une suite numérique

Théoremes
lim n=+oo lim n?
n—+oo n——+o0o

Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

= +00 lim vn=

n—-o00




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n=+occ
n—+o0 n—+-o0 n—+o0




Comportement d'une suite numérique

Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

lim n=+oo lim n?
N— o0 n—+o00

) 1

lim —=

n—-oo N

lim vn=+c

n—-o00

:+OO




Comportement d'une suite numérique

Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

lim n= 400 lim n?
n—+oo n——+o0o

lim —=20

n—-oo N

:+OO

lim vn=+c

n—-o00




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n =400
n—+o0 n—+-o0 n—+o0

.1 1

lim —=0 lim

n—-oo N n%+oo? T




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n =400
N—+o00 n—+o0 n——+o0

.1 1

lim —=0 lim 0

n—-oo N n%+oo? -




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n =400
N—+o00 n—+o0 n——+o0

.1 . . 1

lim —=0 lim =0 lim =

n—+oo N n—-+oo N2 n—+o0./n




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Théoremes

lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n =400

n—-+o00 n—-o00 n—-o00

1 A N
i — =10 o 5= Pl ==




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Comportement d'une suite numérique

Limite infinie d’'une suite
Limites des suites usuelles

Théorémes
lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n =400
N—+o00 n—+o0 n——+o0

) 1 ] 1 ] 1
nhTooE =t nﬂ/Too? =t nﬂTooﬁ =t

Pour tout entier k >1:  lim nf=...
n—+oo




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Comportement d'une suite numérique

Limite infinie d’'une suite
Limites des suites usuelles

Théorémes

lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n =400
n—-+oo n—+o00 n—+o0o

.1 .1 . 1

lim —=0 lim 2:O lim =0
n—-+oco N n—-+oco N n—-+o0o \m
Pour tout entier k >1:  lim nf =+

n——+oo




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Comportement d'une suite numérique

Limite infinie d’'une suite
Limites des suites usuelles

Théorémes
lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n =400
N—+o00 n—+o0 n——+o0
o1 . 1 ] 1
lim —=0 lim 2:O lim =0
n—-+oo N n——+oco N’ n—-+4o0o \m
1
Pour tout entier k >1:  lim nf = 4+ lim —=...
n—+oo n——4oo N




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Comportement d'une suite numérique

Limite infinie d’'une suite
Limites des suites usuelles

Théorémes
lim n=+o0 lim n? = +o0 lim v/n =400
N—+o00 n—+o0 n——+o0
.1 .1 . 1
lim —=0 lim 2:O lim =0
n—-+oo N n——+oco N’ n—-+4o0o \m
1
Pour tout entier k >1:  lim nf = 4+ lim — =0
n—+o0 n—+oo N




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Preuvede lim n?=4o00:......
n—

+o0o




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Preuve de lim n? = 4oo : soit A un réel quelconque.
n——+o0




Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Preuve de lim n? = 4oo : soit A un réel quelconque.
n——+o0

Si A< 0alors n? > Apour tout n > 1; on choisit donc N = 1.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Preuve de . “T n? = 400 : soit A un réel quelconque.

— 00
Si A< 0alors n? > Apour tout n > 1; on choisit donc N = 1.
Si A > 0, pour tout entier n > v/A, on a n? > A, car la fonction

carrée est strictement croissante sur ]0; +-oo[. Soit N le plus
petit entier tel que N > v/A; alors Vn > N on a r? > A.
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Suites majorées, minorées, bornées
Limite finie d’'une suite

Limite infinie d’'une suite

Limites des suites usuelles

Comportement d'une suite numérique

Preuve de lim n? = 4oo : soit A un réel quelconque.

n——+o0
Si A< 0alors n? > Apour tout n > 1; on choisit donc N = 1.
Si A > 0, pour tout entier n > v/A, on a n? > A, car la fonction
carrée est strictement croissante sur ]0; +oo|. Soit N le plus

petit entier tel que N > v/A; alors Vn > N on a r? > A.

Donc lim n? = 4+
n—-+oo
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Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Somme de deux suites

limp— 400 Un \ ¢ \ ¢ \ 12 \—l—oo\—oo\—l—oo‘




Opérations sur les limites

Somme de deux suites

Somme de deux suites
Produit de deux suites
Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées

limp_s o0 Un

—00

limp_ 100 Vi

e/

—00

—Oo0




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Somme de deux suites

limp_s 1 o0 Un ¢ ¢ { | +o0 | —0o | +00
limp_s 100 Vi ¢ |40 | —00| 400 | —0 | —0

limp 400 Un + Vp




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Somme de deux suites

limp_s 1 o0 Un ¢ ¢ { | +o0 | —0o | +00
limp_s 100 Vi ¢ |40 | —00| 400 | —0 | —0

liMmpyiooUn+ Vo | £+




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Somme de deux suites

limp_s 1 o0 Un ¢ ¢ { | +o0 | —0o | +00
limp_s 100 Vi ¢ |40 | —00| 400 | —0 | —0

liMmpyiooUn+ Vo | L+ 1| +00




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Somme de deux suites

limp_s 1 o0 Un ¢ ¢ { | +o0 | —0o | +00
limp_s 100 Vi ¢ |40 | —00| 400 | —0 | —0

limpyiooUn+ Vo | L+ 0 | +00 | —00




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Somme de deux suites

limp_s 1 o0 Un ¢ ¢ { | +o0 | —0o | +00
limp_s 100 Vi ¢ |40 | —00| 400 | —0 | —0

limpyioolUn+ Vo | L+ | +00 | —00 | +00




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Somme de deux suites

limp_s 1 o0 Un ¢ ¢ { | +o0 | —0o | +00
limp_s 100 Vi ¢ |40 | —00| 400 | —0 | —0

limpyioolUn+ Vo | £+ | +00 | —00 | +00 | —00




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Somme de deux suites

limp_s 1 o0 Un ¢ ¢ { | +o0 | —0o | +00
limp_s 100 Vi A +00 | —00 | +00 | —00 | —00
limpyioolUn+ Vo | L+ | +00 | —00 | 00 | —00 | F 1.

F. I. = forme indéterminée ; on ne connait pas a priori la
réponse.
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Opérations sur les limites

Produit de deux suites

Somme de deux suites
Produit de deux suites

Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées

Ilmn*>+oo Un E

(40

ou o0




Opérations sur les limites

Produit de deux suites

Somme de deux suites
Produit de deux suites

Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées

limp_ o0 Un

(40

ou o0

limp 400 Vn

g/




Opérations sur les limites

Produit de deux suites

Somme de deux suites
Produit de deux suites

Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées

limp_ o0 Un

(40

ou o0

limp 400 Vn

g/

liMp— 400 Un X Vp




Opérations sur les limites

Produit de deux suites

Somme de deux suites
Produit de deux suites

Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées

limp_ 100 Un l L#£0 0
ou +o00

liMmp_s 100 Vn v +o00 +o00

liMp_s oo Un X Vo | £ x 0




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Produit de deux suites

limp— 400 Un 14 L#£0 0
ou +o00

liMmp_s 100 Vn v +o00 +o00

limp_s 100 Un X Vp | £ x ¢ | £00 avec R. S.




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Produit de deux suites

limp— 400 Un 14 L#£0 0
ou +o00

liMmp_s 100 Vn v +o00 +o00

limpsiooln X Vp | £ x| £tooavecR.S. | F 1.

R. S. = regle des signes.

V.B.J.D.S.B. Diaporama du cours



Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Quotient de deux suites

Iim,HJrooun\ J4 \ y4 \ 0 \ {#£0 \ +00 \:i:oo‘




Somme de deux suites

Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

Quotient de deux suites

limp_ 400 Un 4 4 0 {#£0 +oo +oo
limpsiooVn [0 #0 | +c0| O 0 v +00




Opérations sur les limites

Somme de deux suites
Produit de deux suites
Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées

Quotient de deux suites

limp_ 400 Un 4 4 0 {#£0 +oo +oo
limpsiooVn [0 #0 | +c0| O 0 v +00
Un

limp—too —
+oo Vi




Opérations sur les limites

Somme de deux suites
Produit de deux suites
Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées

Quotient de deux suites

limp_ 400 Un 4 4 0 {#£0 +oo +oo
limpsiooVn [0 #0 | +c0| O 0 v +00
. Un 14

limp 400 an ?




Opérations sur les limites

Somme de deux suites
Produit de deux suites
Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées

Quotient de deux suites

limp_ 400 Un 4 4 0 {#£0 +oo +oo
limpsiooVn [0 #0 | +c0| O 0 v +00
. Un 14

||mnﬁ+oo an ? 0




Somme de deux suites
Produit de deux suites

Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées
Quotient de deux suites

Opérations sur les limites

limp_ 400 Un 4 4 0 {#£0 +oo +oo
limpsiooVn [0 #0 | +c0| O 0 v +00
. Un 14

||mnﬁ+oo an ? 0 F. I
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Somme de deux suites
Produit de deux suites

Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées
Quotient de deux suites

Opérations sur les limites

limp_ 400 Un 4 4 0 {#£0 +oo +oo
limpsiooVn [0 #0 | +c0| O 0 v +00
) Un 14

V.B.J.D.S.B.
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Somme de deux suites
Produit de deux suites

Quotient de deux suites
Exemple

Opérations sur les limites

Formes indéterminées
Quotient de deux suites

limp_ 400 Un 4 4 0 {#£0 +oo +oo
limpsiooVn [0 #0 | +c0| O 0 v +00
u 14
im0 7” s | O |FlL|£x(R.8) %0 (R.S)
n

V.B.J.D.S.B.




Somme de deux suites
Produit de deux suites

Quotient de deux suites
Exemple

Formes indéterminées
Quotient de deux suites

Opérations sur les limites

limp_ 400 Un 4 4 0 {#£0 +oo +oo

limpsiooVn [0 #0 | +c0| O 0 v +00
u 14

im0 7” s | O |FlL|+0(R.8)|*£x(R.S)|Fl
n

La régle des signes s’applique si v, est de signe constant sinon
il n’y a pas de limite.
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

2
3n+5

Etudier la limite de la suite (up) définie sur N par : up =




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

2

Etudier la limite de la suite définie sur Npar: u, = ——
ite (up) définie sur N par : up, 35

Iim 2=2

n—--o00




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

2

Etudier la limite de la suite définie sur Npar: u, = ——
udi imi uite (up) définie sur N par : u, 315

lim 2=2
n—-+oo

et
lim (3n+5) =400

n——4-o00
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

2
Etudier la limite de la suite définie sur Npar: u, = ——
udi imi uite (up) définie sur N par : u, 315
lim 2=2
n——+oo

et
lim (3n+5) =400

n——4-o00

Donc par quotient :

0

li — =
n—|>Too 3n+5
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Somme de deux suites
Produit de deux suites

Opérations sur les limites Quotient de deux suites
Exemple
Formes indéterminées

Les cas des formes indéterminées nécessitent une étude
particuliere chaque fois qu’ils se présentent. Pour les
mémoriser,onlesnote ............. i,

V.B.J.D.S.B. Diaporama du cours



Somme de deux suites
Produit de deux suites

Opérations sur les limites Quotient de deux suites
Exemple
Formes indéterminées

Les cas des formes indéterminées nécessitent une étude
particuliere chaque fois qu’ils se présentent. Pour les
mémoriser, on les note "oco — ", "0 x o0", " % e

o0
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Somme de deux suites
Produit de deux suites

Opérations sur les limites Quotient de deux suites
Exemple
Formes indéterminées

Les cas des formes indéterminées nécessitent une étude
particuliere chaque fois qu’ils se présentent. Pour les
mémoriser, on les note "oo — co", "0 x o0", " % "," 2 " mais ces

écritures ne doivent jamais étre utilisées dans une rédaction.
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Somme de deux suites
Produit de deux suites

Opérations sur les limites Quotient de deux suites
Exemple
Formes indéterminées

Les cas des formes indéterminées nécessitent une étude
particuliere chaque fois qu'ils se présentent. Pour les
mémoriser, on les note "oo — co", "0 x o0", " % "," 2 " mais ces

écritures ne doivent jamais étre utilisées dans une rédaction.

Le principe est toujours le méme pour "lever" une
indétermination : il faut changer I'écriture de la suite.
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple1:u,=3n> —n—-5




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple1:u,=3n> —n—-5




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple1:u,=3n> —n—-5

limpst003n? = 400 et limpyeo(—N—5) = —o0,




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple1:u,=3n> —n—-5

limpst003n? = 400 et limpyeo(—N—5) = —o0,

donc limp_s+003m —n—5=F. . ("oo — o0").




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple1:u,=3n> —n—-5
limpst003n? = 400 et limpyeo(—N—5) = —o0,
donc limp_s 400 3m —N—5=F. I. ("oo — o0").

Changement d'écriture : u, = n?(3 — 1 — 5)
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple1:u,=3n> —n—-5

limp1003n® = 400 et limp, o(—n—5) = —o0,
donc limp_s+003M2 — n—5 = F. I. ("oo — 00").
Changement d'écriture : u, = n?(3 — 1 — 5)

liMp— oo n? = +oco
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple1:u,=3n> —n—-5
limp1003n® = 400 et limp, o(—n—5) = —o0,
donc limp1003M —n—5=F. . ("oo — 00").

Changement d’écriture : u, = n?(3 — 1 — 5,)

limpioo P =+oo €t limpyieo(3—1—3)=3
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple1:u,=3n> —n—-5

limp1003n® = 400 et limp, o(—n—5) = —o0,
donc limp1003M —n—5=F. . ("oo — 00").
Changement d’écriture : u, = n?(3 — 1 — 5,)
limp 100 =400 et limp 03— 1—-3)=3

Donc par produit limp—, oo Up = +00
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

3n+5
-2n+7

Exemple 2 : u, =




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple

Formes indéterminées

3n+5

Exemple 2 : u, = oni7

limp—100(83N+5) = 400




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

3n+5

Exemple 2 : u, = oni7

limp—100(8N+5) =400 et limp,ioo(—2n+7) = —o0,




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

3n+5

Exemple 2 : u, = oni7

limp—100(8N+5) =400 et limp,ioo(—2n+7) = —o0,

dOnC ||mn_)+oo u” — F I (" 2 ").

o0




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

3n+5

Exemple 2 : u, = oni7

limp—100(8N+5) =400 et limp,ioo(—2n+7) = —o0,

dOnC ||mn_)+oo u” — F I (" % ").

5 5
Changement d'écriture : u, = nr('(jznz)) = i,i”z, (n # 0)
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

3n+5

Exemple 2 : u, = oni7

limp—100(8N+5) =400 et limp,ioo(—2n+7) = —o0,

dOnC ||mn_)+oo u” — F I (" % ").

5 5
Changement d'écriture : u, = nr('(jznz)) = i,i”z, (n # 0)

limps4+00(34+2) =3
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

3n+5

Exemple 2 : u, = oni7

limp—100(8N+5) =400 et limp,ioo(—2n+7) = —o0,

dOnC ||mn_)+oo u” — F I (" % ").

5 5
Changement d'écriture : u, = nr('(jznz)) = i,i”z, (n # 0)

limpsio(3+2) =3 et limpyioo(—2+7)=-2
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

3n+5

Exemple 2 : u, = oni7

limp—100(8N+5) =400 et limp,ioo(—2n+7) = —o0,
dOnC ||mn_)+oo u” = F I (" % ").

5 5
Changement d'écriture : u, = nr('(jznz)) = i,i”z, (n # 0)

limpsio(3+2) =3 et limpyioo(—2+7)=-2

Donc par quotient limp_ o0 Up = —3
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple 3 :u,=n—+/n




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple 3 :u,=n—+/n




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple 3 :u,=n—+/n

limpyioo N =400 et limp,io(—vN)=—00,




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple 3 :u,=n—+/n

limpyioo N =400 et limp,io(—vN)=—00,

donc limp_s+e0 tn = F. 1. ("o0 — 00").




Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple 3 :u,=n—+/n
donc limp_s o Un = F. 1. ("o0 — oo".

Changement d'écriture : up = n —/n = n(1 - *7) = n(1 — --)
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple 3 :u,=n—+/n

limpyioo N =400 et limp,io(—vN)=—00,

donc limp s Un = F. 1. ("oo — 00").

Changement d'écriture : u, = n—/n=n(1 — ¥") = n(1 — ﬁ)
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple 3 :u,=n—+/n

limpyioo N =400 et limp,io(—vN)=—00,

donc limp s Un = F. 1. ("oo — 00").

Changement d'écriture : u, = n—/n=n(1 — ¥") = n(1 — ﬁ)

liMpsioo N =400 et limppoo(1 — J2) =1
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Somme de deux suites
Produit de deux suites
Opérations sur les limites Quotient de deux suites

Exemple
Formes indéterminées

Exemple 3 :u,=n—+/n

limpyioo N =400 et limp,io(—vN)=—00,

donc limp_ 400 Up = F. 1. ("o0 — o0").

Changement d'écriture : u, = n— /n = n(1 — ¥7) = n(1 —
limp 100N =400 et limp,io(1 — %) =1

Donc par produit limp—, oo Up = +00
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théoremes

Soient deux suites (up) et (v) et un entier naturel N tels que
pour tout entier n > N, up < vj.

@ Minoration:si lim up=+oo,alors ...............
n—-+oo

V.B.J.D.S.B. Diaporama du cours



Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théoremes

Soient deux suites (up) et (v) et un entier naturel N tels que
pour tout entier n > N, up < vj.

@ Minoration:si lim up= +oo, alors |lim v, = +o0
n—+o00 n—-+o00
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théorémes
Soient deux suites (up) et (v) et un entier naturel N tels que

pour tout entier n > N, up < vj.
@ Minoration:si lim up= +oo, alors |lim v, =+o0
N— 00 nN— 00

@ Majoration:si lim v,= —oc0,alors ...............
n—-+-o00
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théorémes
Soient deux suites (up) et (v) et un entier naturel N tels que

pour tout entier n > N, up < vj.
@ Minoration:si lim up= +oo, alors |lim v, =+o0
N— 00 nN— 00

= —00

@ Majoration :si lim v, = —o0, alors lim up
n——-oco n——-oo
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Démonstration du théoréme de minoration (ROC) :
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Démonstration du théoréme de minoration (ROC) :

On suppose que lim up = 40
n——+o00
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Démonstration du théoréme de minoration (ROC) :
On suppose que lim up = 40
n——+o00

Il s’agit de démontrer que tout intervalle de la forme |A; o0
contient toutes les valeurs de v, a partir d’'un certain rang.
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Démonstration du théoréme de minoration (ROC) :
On suppose que lim up = 40
n——+o00

Il s’agit de démontrer que tout intervalle de la forme |A; o0
contient toutes les valeurs de v, a partir d’'un certain rang.

Soit A un réel. Comme . IiT Un = +o0, l'intervalle |A; +o0|
— 00
contient tous les up a partir d’'un rang p : Vn > p, u, > A.

V.B.J.D.S.B. Diaporama du cours



Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Démonstration du théoréme de minoration (ROC) :
On suppose que lim up = 40
n——+o00

Il s’agit de démontrer que tout intervalle de la forme |A; o0
contient toutes les valeurs de v, a partir d’'un certain rang.

Soit A un réel. Comme . IiT Un = +o0, l'intervalle |A; +o0|
— 00
contient tous les up a partir d’'un rang p : Vn > p, u, > A.

Alors pour tout n > p, on a v, > up > A, donc v, €]A; +o0].
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Démonstration du théoréme de minoration (ROC) :
On suppose que lim up = 40
n——+o00

Il s’agit de démontrer que tout intervalle de la forme |A; o0
contient toutes les valeurs de v, a partir d’'un certain rang.

Soit A un réel. Comme . IiT Un = +o0, l'intervalle |A; +o0|
— 00
contient tous les up a partir d’'un rang p : Vn > p, u, > A.

Alors pour tout n > p, on a v, > up > A, donc v, €]A; +o0].

On en déduit que lim v, =+
n—+o00
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Démonstration du théoréme de minoration (ROC) :
On suppose que n—|'>Too Up = 400

Il s’agit de démontrer que tout intervalle de la forme | A; o0
contient toutes les valeurs de v, a partir d’'un certain rang.

Soit A un réel. Comme . “T Un = +o0, l'intervalle |A; +o0[
— 00
contient tous les up a partird’'unrang p : Vvn > p, up > A.

Alors pour tout n > p, on a v, > up > A, donc v, €]A; +o0].
On en déduit que lim v, = 40
n—+o00

La démonstration est analogue pour le théoreme de majoration.
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théoréme "des gendarmes" (admis)

On considere trois suites (up) , (vn) et (wy). Soit un entier N et
un réel /.

On suppose que pour tout entier n > N, on a u, < v, < wj.

Si les suites (un) et (wp) convergent vers la méme limite ¢,
alors lasuite (Vp) «.oovvviiiiiiiiiat
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Comparaison

- Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théoréme "des gendarmes" (admis)

On considere trois suites (up) , (vn) et (wy). Soit un entier N et
un réel £.

On suppose que pour tout entier n > N, on a u, < v, < wj.

Si les suites (un) et (wp) convergent vers la méme limite ¢,
alors la suite (v,) converge également vers ¢
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Comparaison

. Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théoreme

Soit une suite (u,) convergeant vers un réel £.
Si la suite (up) est croissante, alorselleest ............
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Comparaison

. Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théoreme

Soit une suite (u,) convergeant vers un réel £.
Si la suite (up) est croissante, alors elle est majorée par /.
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Comparaison

. Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théoreme

Soit une suite (u,) convergeant vers un réel £.
Si la suite (up) est croissante, alors elle est majorée par /.
c’est-a-dire que pour tout entier naturel n,
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Comparaison

. Cas des suites monotones et convergentes
Limites et comparaison

Théoreme

Soit une suite (u,) convergeant vers un réel £.
Si la suite (up) est croissante, alors elle est majorée par /.
c’est-a-dire que pour tout entier naturel n, u, < /.
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Convergence des suites monotones
Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théorémes
Si (un) est une suite croissante et majorée, alors elle
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Convergence des suites monotones
Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théorémes
Si (un) est une suite croissante et majorée, alors elle converge.
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Convergence des suites monotones
Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théorémes
Si (un) est une suite croissante et majorée, alors elle converge.

Si (un) est une suite décroissante et minorée, alors elle
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Convergence des suites monotones
Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théoremes

Si (un) est une suite croissante et majorée, alors elle converge.

Si (un) est une suite décroissante et minorée, alors elle
converge.
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Convergence des suites monotones
Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théorémes
Si (un) est une suite croissante et majorée, alors elle converge.

Si (un) est une suite décroissante et minorée, alors elle
converge.

Attention : Ce théoréme ne donne pas la valeur de la limite de
la suite, mais seulement son existence et un majorant, ou un
minorant, de la suite.
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Convergence des suites monotones

Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Corollaire :
une suite croissante non majorée ..................




Convergence des suites monotones

Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Corollaire :
une suite croissante non majorée a pour limite +oc.

V.B.J.D.S.B. Diaporama du cours



Convergence des suites monotones

Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Corollaire :
une suite croissante non majorée a pour limite +oc.

Preuve (ROC) : .......
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Convergence des suites monotones

Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Corollaire :
une suite croissante non majorée a pour limite +oc.

Preuve (ROC) : Soit (u,) une suite croissante non majorée et
soit A € R.
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Convergence des suites monotones

Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Corollaire :
une suite croissante non majorée a pour limite +oc.

Preuve (ROC) : Soit (u,) une suite croissante non majorée et
soit A € R.

Comme (up) n'est pas majorée, il existe au moins un entier p
tel que up > A.
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Convergence des suites monotones

Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Corollaire :
une suite croissante non majorée a pour limite +oc.

Preuve (ROC) : Soit (u,) une suite croissante non majorée et
soit A € R.

Comme (up) n'est pas majorée, il existe au moins un entier p
tel que up > A.

Comme (up) est croissante, onaVn > p, up > Up

d'ou Vn > p, up > A.
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Convergence des suites monotones

Limite d’une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Corollaire :
une suite croissante non majorée a pour limite +oc.

Preuve (ROC) : Soit (u,) une suite croissante non majorée et
soit A € R.

Comme (up) n'est pas majorée, il existe au moins un entier p
tel que up > A.

Comme (up) est croissante, onaVn > p, up > Up

d'ou Vn > p, up > A.

Donc a partir du rang p, tous les termes de la suite
appartiennent a |A; +ool.

Conclusion: lim up= +co.
n—-+oo
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Soit g un réel.
Sig>1,alorslasuite (@") ..................
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théoreme

Soit g un réel.
Si g > 1, alors la suite (q") diverge vers +oo :

lim " = +o0
n—+o0
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théoreme

Soit g un réel.
Si g > 1, alors la suite (q") diverge vers +oo :

lim q" = +o0
n——+o0

Si—-1<g<1,alorslasuite (") ..................
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théoreme

Soit g un réel.
Si g > 1, alors la suite (g") diverge vers +oc :

lim q" = +o0

n—+-o00

Si —1 < g < 1, alors la suite (g") converge vers 0 :

lim q@"=0

n—-+o00
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théoreme

Soit g un réel.
Si g > 1, alors la suite (g") diverge vers +oc :

lim q" = +o0
n—-+oo

Si —1 < g < 1, alors la suite (g") converge vers 0 :

lim g@"=0

n—-o00

Sig<—1,alorslasuite (") ........cooiiiii
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Théoreme

Soit g un réel.
Si g > 1, alors la suite (g") diverge vers +oc :

lim q" = +o0
n—-+oo

Si —1 < g < 1, alors la suite (g") converge vers 0 :

lim g@"=0

n—-o00

Si g < —1, alors la suite (g") diverge et n'admet pas de limite.
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) :




Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation :
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation : pour n =0, (1 +a)°=1et14+0x a=1;donc
P, est vraie.
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation : pour n =0, (1 +a)°=1et14+0x a=1;donc
P, est vraie.

Héreédité :
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation : pour n =0, (1 +a)°=1et14+0x a=1;donc
P, est vraie.

Hérédité : supposons que pour un certain entier k, Py est vraie,
soit (1 +a)k > 1+ ka
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation : pour n =0, (1 +a)°=1et14+0x a=1;donc
P, est vraie.

Hérédité : supposons que pour un certain entier k, Py est vraie,

soit (1 + @)X > 1 + ka et montrons alors que Pk est vraie,
cest-a-dire (1 + a)k*' > 1 4 (k + 1)a;
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation : pour n =0, (1 +a)°=1et14+0x a=1;donc
P, est vraie.

Hérédité : supposons que pour un certain entier k, Py est vraie,
soit (1 + @)X > 1 + ka et montrons alors que Pk est vraie,
cest-a-dire (1 + a)k*' > 1 4 (k + 1)a;
(1+aft'=(1+arx(1+a)
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation : pour n =0, (1 +a)°=1et14+0x a=1;donc
P, est vraie.

Hérédité : supposons que pour un certain entier k, Py est vraie,
soit (1 + @)X > 1 + ka et montrons alors que Pk est vraie,
cest-a-dire (1 + a)k*' > 1 4 (k + 1)a;
(1+af'=(1+afx(1+a)et(1+a)k>1+kadaprés
I'hypothése de récurrence.

V.B.J.D.S.B. Diaporama du cours



Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation : pour n =0, (1 +a)°=1et14+0x a=1;donc
P, est vraie.

Hérédité : supposons que pour un certain entier k, Py est vraie,
soit (1 + @)X > 1 + ka et montrons alors que Pk est vraie,
cest-a-dire (1 + a)k*' > 1 4 (k + 1)a;
(1+af'=(1+afx(1+a)et(1+a)k>1+kadaprés
I'hypothése de récurrence.

On en déduit que (1 + a)**' > (1 + ka)(1 + a) car 1 +a > 0.
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Preuve pour g > 1 (ROC) : montrons d’abord par récurrence
la propriété P, : pour tout n € N, avec a réel positif,
(1+a)"”>1+na

Initialisation : pour n =0, (1 +a)°=1et14+0x a=1;donc
P, est vraie.

Hérédité : supposons que pour un certain entier k, Py est vraie,
soit (1 + @)X > 1 + ka et montrons alors que Pk est vraie,
cest-a-dire (1 + a)k*' > 1 4 (k + 1)a;
(1+af'=(1+afx(1+a)et(1+a)k>1+kadaprés
I'hypothése de récurrence.

On en déduit que (1 + a)**' > (1 + ka)(1 + a) car 1 +a > 0.
Ainsi: (1 +a)f*">1+ka+a+ka>>1+(k+1)acar

ka® > 0, et Py est vraie.
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Nous avons montré la propriété P, pour tout n € N :
sia>0,(1+a)">1+na.
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Nous avons montré la propriété P, pour tout n € N :
sia>0,(1+a)">1+na.

On pose maintenant g =1+ aavec a > 0, donc g > 1.
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Nous avons montré la propriété P, pour tout n € N :
sia>0,(1+a)">1+na.

On pose maintenant g =1+ aavec a > 0, donc g > 1.

Alors " > 1 + na, d’aprés la propriété P,.
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Nous avons montré la propriété P, pour tout n € N :
sia>0,(1+a)">1+na.

On pose maintenant g =1+ aavec a > 0, donc g > 1.
Alors " > 1 + na, d’aprés la propriété P,.

Or lim (1+ na) = +oo, cara> 0.
n—-400
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Convergence des suites monotones
Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Nous avons montré la propriété P, pour tout n € N :
sia>0,(1+a)">1+na.

On pose maintenant g =1+ aavec a > 0, donc g > 1.
Alors " > 1 + na, d’aprés la propriété P,.
Or lim (1+ na) = +oo, cara> 0.

n——+o00

Donc d’apres le théoréme de minoration : lim q" = +ooc.
n—-4-o00
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Convergence des suites monotones

Limite d’'une suite géométrique

Convergence de certaines suites.

Nous avons montré la propriété P, pourtout n € N :
sia>0,(1+a)">1+na.

On pose maintenant g =1 + aavec a > 0, donc g > 1.
Alors @" > 1 + na, d’aprés la propriété P,.
Or lim (1+ na) = +oo, cara> 0.

n——+o00

Donc d’apres le théoréme de minoration : lim q" = +ooc.
n—-4-o00
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