' Raisonnement

Le raisonnement mathématique le plus courant est I'implication "directe", aussi appelé "raisonne-
ment déductif'. On suppose une propriétéraie et on en déduit une propriétévraie, ce qu’'on note
souventP = Q.

Certaines démonstrations utilisent des variantes trés utiles du raisonnement déductif.

1 Différents types de raisonnements

1.1 Pardisjonction des cas

Pour démontrer une propriété, il est parfois nécessaire d’étudier cas par cas.

On peut par exemple étudier 2 cas = 0 etx # 0.

Ce raisonnement est appelé "disjonction des cas".

Pour démontreP — (), on décompose emsous-cas et on démontfé¢ — Q, P, — Q, ...,
P, = Q.

Exemple : démontrer que(2n + 1)(7n + 1) est divisible pae et 3.

Pour démontrer que(2n + 1)(7n + 1) est divisible paR, on considére deux cas::est pair etr
est impair.

Sin est pair, alors:(2n + 1)(7n + 1) est divisible pae.

Sin estimpair, alor§n estimpair en + 1 est pair, done:(2n + 1)(7n + 1) est divisible pae.

On a bien démontré en deux tempB:— Q, P» — Q.

De méme, on peut démontrer qu&n + 1)(7n + 1) est divisible paB en considérant 3 casu:
congru &, 1 ou2 modulo3.

1.2 Par élimination des cas

Il est parfois utile, quand le nombre de cas est fini, d'étudier toutes les possibilités et de ne retenir
que celles qui conviennent. Ce raisonnement trés courant en arithmétique, qui est une variante de la
"disjonction des cas", est "I'élimination des cas".

Exemple : résoudre datfs: xy = 1 et3z +y = —4.

Dansz, 3z + y = —4 revient a étudier une infinité de cas : on ne peut pas faire un raisonnement
par "élimination des cas". Par contre, dansy = 1 revienta étudier2cas:lecas =1,y =l etle
casix=—1,y=—1.

On peut donc faire ici un raisonnement par "élimination des cas". Le premier donne dans la
deuxiéme équatiod = —4. Il n’est pas solution. Le deuxiéme est solution. L'équation a donc une
solution(z;y) = (—1;—1).

1.3 Par contraposée

Il est parfois plus pratique de démontrem) = nonP plutdt queP — Q.

Les deux implications sont équivalentes (nous I'admettrons ici) et I'utilisation de la premiére s’ap-
pelle le "raisonnement par contraposée”.

Exemple : démontrer que 8F — 1 est premier alors est premier.

Il est équivalent de démontrer la contraposée :i'si'est pas premier alorg™ — 1 n'est pas
premier".

Sin n'est pas premier, il posséde un divisdutifférent del et den. On peut écrirer = kd.



Alors 27 — 1 = (2¢ — 1)(2k=1d 1 o(k=2)d 1. 4 1) et2” — 1 admet un diviseuz? — 1 autre
qguel et lui-méme, don@™ — 1 n'est pas premier.

1.4 Parl'absurde

Pour démontrer qu’une propositid? est vraie, on peut supposer gieest fausse et on cherche
une contradiction.

Exemple : le théoréme d’Euclide qui affirme que I'ensemble des nombres premiers est infini. (Voir
en fin de document d’autres démonstrations).

Quand on veut démontrer que I'implicatidh—- @ est vraie, on suppose que cette implication
est fausse.

Ceci est logiqguement équivalent (et nous I'admettrons ici) a supposeP (st vraie et) est
fausse. Ensuite, on cherche a aboutir a une contradiction. Ce raisonnement est appelé le "raisonnement
par I'absurde".

Exemple :, démontrer que siety sont des nombres premiers tels gife— y?> = pq avecp etq
premiers supérieurs? alorsy = 2.

Supposons qu® est vraie x ety sont des nombres premiers tels qué — y? = pq avecp etq
premiers supérieursa

et est fausse : I'égalité § = 2 " fausse signifie qug est un nombre premier impair.

Doncy? est aussi impair et commeest un nombre premier plus grand gugsinonz? — 2 serait
négatif, ce qui est impossible), alarsest aussi impair de méme qué. Par conséquent;® — y? est
pair.

Or p etq sont des nombres premiers supérieus @ncp et g sont impairs, ebqg = x> — y? est
impair.

On a une contradiction. On peut donc conclure que la propriété demandée est démontrée.

1.5 Parrécurrence

Le "raisonnement par récurrence" est un raisonnement trés spécifique. Soit une aBsetida
raisonnement par récurrence sert a démontrer que, sous certaines congitionsst vraie pour tout
entiern supérieur ou égal ay.

Les conditions sont les suivantes :

1. P(ng) estvraie
2. SiP(n) estvraie alord’(n + 1) est vraie.

Exemple : démontrer qu&" > 5(n + 1) pourn entier supérieur ou égalia
La propriétéP(n) est"2"™ > 5(n + 1) ".
1. ng = 5: P(5) estvrai car’® > 5(5+ 1).
2. SiP(n) estvraie, alors en multipliant par. 2(2") > 2[5(n + 1)].
Or2.[5(n+1)] = 10n + 2 et10n + 2 > 5(n + 2) est équivalente 4 > 8/5. Ceci est donc vrai
pour toutn > 5.
Donc2"t! > 5(n + 2), soit P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout > 5, P(n) est vraie.



1.6 Recheche de conjecture

Certaines questions sont données "ouvertes". On ne sait pas si la propriété est vraie ou fausse. Il
s’agit de se faire une opinion sur des exemples.

Si on pense que la propriété est fausse, il suffira de trouver un exemple qui le prouve, appelé
"contre exemple".

Si, aprés avoir traité de nombreux exemples, on pense que la propriété est vraie, on va la poser
comme "conjecture". Il restera a la démontrer.

Exemple 1 : pour tout entier non multiple de5, le nombreén + 5 est-il premier ?

Pour se forger une opinion, on prend des exemples : podrl, 2, 3,4, 6, le nombretn + 5 est
premier.

Si on pose comme conjecture que la propriété est vraie, il faut la démontrer.

Sion pense qu’elle peut étre fausse, il suffit de trouver un contre exemple.

Avec un peu de persévérance, on trouve posy 12, quadén +5 =77 =7 x 11.

On a donc démontré que la propriété est fausse.

Exemple 2 : déterminer tous les entiersels quen,n + 2,n + 6,n + 8, n + 12,n + 14 soient
premiers.
Pour se forger une opinion on prend des exemples :

n|n+2|n+6|n+8|n+12 | n+14 | solution
2 4 8 10 14 16 non
3 5 9 11 15 17 non
5 7 11 13 17 19 oui
7 9 13 15 19 21 non
11| 13 17 19 23 25 non
13 15 19 21 25 27 non

Il y a une solution poum = 5. Que peut-on conjecturer pouwr > 137? On peut émettre la
conjecture qué est la seule solution. Mais comment le prouver ? L'observation des non solutions (en
dehors de qui est pair) fait apparaitre des multiples3iet de5 (pourn = 13,7, 3). Cependant pour
n = 11, on a seulement un multiple de

L'idée, ici, est de conjecturer que "au moins un des nombres de la suite est multijle de

La démonstration se fait facilement avec les congruences médulet 6 congruan +1 ,n+ 8
congruan+3,n+2etn + 12 congrus an + 2, n + 14 congru an + 4). Donc un des cing nombres
n,n+2,n+6,n+8n+ 12,n + 14 est multiple des.

2 Quelques idées et méthodes

Avant de choisir quel type de raisonnement peut convenir, il s’agit de savoir ce que l'on veut
démontrer et pour cela il est souvent utile de "traduire” les questions posées. De méme les définitions
et les propriétés du cours peuvent étre formulées différemment pour donner des idées ou des méthodes
utiles a résoudre des exercices.

En voici quelques exemples :

— Dans la division euclidienne deparb (b entier naturel non nul), le reste est toujours positif ou

nul et ne peut étre que I'une desaleurs distinctes0, 1,2, ...,b — 1.
Donc : sib = 5, tout entier s’écribg oubq + 1 ou5q + 2 oubq + 3 oubq + 4.
Sib = 2, tout entier s’écriRq ou2q + 1 : un entier est pair ou impair.
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— Sia diviseb et sib divisec alorsa divisec.
Donc : le pgcd de etb divise le ppcm de etb.

— Sid divisea etb alorsd divise tout nombre de la formey + bv.
Exemple : sic = 5u + 15 alors5 divisec.

— Penser a traduire une relation de divisibilité par une égalité disise a alorsa = bq.
— ppcma, b) x pgcda, b) = ab. Donc le ppcm diviseb.

— Pour démontrer que deux naturels sont premiers entre eux :
e 0N peut démontrer que tout diviseur communet b estl.
e 0N peut supposer qu’ils ont en commun un diviseur premier et en déduire une contradiction.

— Si un nombre est divisible par des nombres premiers entre eux alors il est divisible par leur
produit.
Donc : pour démontrer que est divisible pa6, on peut démontrer que est divisible paB et
par2.

— Sip est premier et quelconque, alors ou bignest premier avea ou bienp divisen. Donc,
d’'aprés le théoréme de Gaussy siremier divise un produit de facteurs, alors il divise au moins
'un d’eux.

Attention ! Ceci n’est pas toujours vraigin’est pas premier : par exempledivise4 x 15 et6
ne divise ni ni 15.

3 Appendice : une infinité de nombres premiers

Le raisonnement par I'absurde est utilisé dans la plupart des démonstrations du théoréme : "il
existe une infinité de nombres premiers".
Pour illustrer ce fait, voici cinqg démonstrations de ce théoréme :

3.1 Ladémonstration d’Euclide

Elle est bien connue et utilise le raisonnement par I'absurde.

3.2 Ladémonstration de Kummer (1978)

C’est une variante de celle d’Euclide

On suppose qu'il existe seulement un nombre fini de nombres premiars ..., p,, et soitN =
P1 ngX...Xpn—l.

N admet au moins un diviseur premier p et p doit &tre I'un des nomhires, ..., p,. On en déduit
que p divisep; x po X ... X p, — N = 1. Ce qui est absurde.



3.3 Ladémonstration de Métrod (1917)

On suppose gu'il existe seulement un nombre fini de nombres premiers ..., p,.

SOitN = p; X pa X ... X pp, Q; = N/p; pour chaqueé = 1,2,...netS=Q1+ Q2+ ... + Qn.
Pour touti, p; divise chaque); (pour j différent de:) et ne divise pag);, donc ne divise pas$. Sigq
est un nombre premier divisafit alorsq est un nombre premier différent ge pour tout:. Ce qui est
absurde.

3.4 Ladémonstration de Schorn

On commence par une remarque nsest un entier quelconque,et d deux entiers tels que
1 <i<mnetl <d<nalorspgcd(n!)i+1,(n!)d) =1.

En effet, chaque nombre premigrqui divise (n!)d est au plus égal & et donc ne divise pas
(nl)i+ 1.

Onobtientalors: sl <i < j <mn,pgcd((n!)i+1,(n!)j+1) = 1.l suffitd’écrirej =i+ d et
d'utiliser pgcd(a, a + b) = pged(a, b).

On suppose qu'il existe seulementnombres premiers;;

en prenant: = m + 1, la remargue précédente montre que deux entiers distincts pris parmi les
m + 1 entiers(m + 1) + 1, (1 <14 < m + 1), sont premiers entre eux.

Il suffit alors de choisir un facteur premier de chacun des nomres1)!li+1, (1 <i < m+1),
pour obtenirm + 1 nombres premiers distincts. Ce qui est absurde.

3.5 Ladémonstration de Polya (1924)

Un nombre de Fermat est de la formig = 22" + 1. Deux nombres de Fermat distincts sont
premiers entre eux. Les nombres de Fermat forment donc une suite infinie de nombres sans facteur
premier commun. Spg est un facteur premier d&,, p; un facteur premier déi, . . . p, un facteur
premier deF,,, ... alorspy, ps, ..., pn, - .. SONt des nombres premiers tous distincts. Et il y en a une
infinité. Ici, ce n'est pas une démonstration par I'absurde !



