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Résumé Algorithmes 1

1 Introduction

Les écrits concernant la résolution d’équations de Al-Khwarizmi (780-850), savant de Bagdad, sont
traduits en latin vers le XII° siecle.

L’algorithme d’Euclide est 1’un des plus ancien algorithme non trivial (livre VII des Eléments, datant
d’environ 2300 ans).

On trouve aussi des algorithmes datant d’environ 2000 ans avant notre &re a Bagdad (voir Donald
Knuth).

Algorithme d’Euclide

Calcul du pged de deux entiers m et n.

Etape 1 : on divise m par n; soit 7 le reste (0 < r < n).

Etape 2 : si 7 = 0, le pged est n.

Etape 3 : sinon, on remplace m et n par n et et on recommence 4 1’étape 1.

Programme en Python :

def pgcd(m, n):
r=m%n
while r != 0:
m, n=n, r
r=m?%n

return n

Des regles énoncées par Donald Knuth dans The Art of Computer Programming, ouvrage commencé
dans les années 1960 :

— terminaison apres un nombre fini d’étapes;;

— actions décrites de maniere rigoureuse sans aucune ambiguité ;

— des entrées, zéro ou plus, données avant ou pendant I’exécution.

— des sorties, quantités en relation avec les entrées.

— des instructions les plus basiques possibles.

2  Outils

2.1 Compteurs et accumulateurs

Un compteur permet de compter le nombre de passages dans une boucle ou le nombre d’actions d’un
certain type exécutées dans une boucle.

Exemples de compteurs

def taille(n):
cpt = 0
while n > 0:
cpt = cpt + 1
n=mn// 2
return cpt
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ou bien :

def nombre de 1 (n):

cpt = 0
while n > 0:
ifn % 2 ==
cpt = cpt + 1
n=mn// 2

return cpt

Exemple d’accumulateur
Calcul de la somme des termes d’une liste de nombres 1iste :

def somme (liste):

acc = 0

for x in liste:
acc = acc + x

return acc

2.2 Permutation de deux valeurs
Utilisation d’une troisieéme variable :
varl = 15
var2 = 11
temp = varl
varl = var?2
var2 = temp
Une instruction simple en Python : varl, var2 = var2, varl.
2.3 Tests et boucles

Les tests
Tris types de structures: 1f ...,ouif ... else ...,ouif ... elif ... else

Remarque : Si x est un booléen ou si £ (x) est un booléen, on écrit if xouif f(x).
II faut éviter d’écrire 1f x == Trueouif f(x) == True.

Les boucles

Boucles while (tant que) et boucles for (pour).

Il faut bien comprendre 1’utilisation de boucles imbriquées.
Exemple :

for i in range (5) :

J=20
while j <= 1i:
print (i + 3j)
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3 Validité et coit

Un algorithme est valide s’il produit un résultat en un temps fini et que ce résultat est correct (c’est-a-
dire conforme a une spécification précise). Le cofit en temps d’un algorithme nous indique s’il est utilisable
ou pas avec un certain type de données.

3.1 Validité d’un algorithme itératif

Pour prouver la terminaison d’un algorithme itératif, nous utilisons la notion de variant qui est sou-
vent une expression simple dont la suite des valeurs converge en un nombre fini d’étapes vers une valeur
satisfaisant la condition d’arrét.

Pour prouver la correction, nous utilisons la notion d’invariant de boucle. Il s’agit d’une propriété
vérifiée avant I’entrée dans une boucle, a chaque passage dans cette boucle et a la sortie de cette boucle.

3.2 Coiit

On parlerons du cofit d’un algorithme ou de sa complexité.

Etudions quelques exemples simples qui sont 2 la base de ce type d’étude. Nous commengons par un
algorithme rencontré précédemment.

Complexité linéaire
Soit n la taille d’une donnée. Si le nombre d’opérations a effectuer peut s’écrire an + 3, avec « et 3
réels, a > 0, nous disons que 1’algorithme a un cofit linéaire ou une complexité linéaire.

Complexité quadratique
Soit 2 1a taille d’une donnée. Si le nombre d’opérations a effectuer peut s’écrire an? + 3n + -, avec
«, B ety réels, a« > 0, nous disons que 1’algorithme a un coiit quadratique ou une complexité quadratique.

Exemples avec des boucles "for" imbriquées ; dans le premier cas, le colit est linéaire. Dans les deux
autres cas, le coft est quadratique.

Premier cas : n est la taille de la donnée, k est un nombre fixé.

for 1 in range(n):

for j in range (k) :

Deuxiéme cas : n est la taille de la donnée.

for i in range (n) :

for j in range (n) :

Troisieme cas : n est la taille de la donnée.

for i in range (n) :
# g opérations

for j in range(i):

# r opérations

T r
Le nombre total d’opérations est 3 n?+ (q — i)n de la forme an? + fBn et le cofit est quadratique.
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4 Parcours séquentiel

4.1 Calcul d’une moyenne

Nous utilisons dans cette partie des variables de type list que nous appelons des listes. Nous pouvons
aussi utiliser des p-uplets. Un parcours séquentiel signifie que la liste est parcourue élément par élément,
suivant I’ordre des éléments.

Le calcul d’'une moyenne s’effectue comme le calcul d’une somme déja vu auparavant. On utilise un
accumulateur.
Nous supposons la liste non vide.

def moyenne (liste):
n = len(liste)
s = 0
for u in liste:
s =s +u
return s / n

Le cofit est linéaire en n la taille de la liste, puisque nous avons n additions et n affectations effectuées
dans la boucle. Nous supposons, et ¢’est le cas, que I'instructionn = len (liste) aun cofit constant.

4.2 Recherche d’une occurrence

Il s’agit de rechercher de maniere séquentielle la présence d’une valeur dans un tableau. Cette mé-
thode est aussi appelée méthode par balayage ou recherche linéaire (en anglais, linear search). Un tableau
peut étre ici une liste, un p-uplet ou une chaine de caracteres. On cherche donc une valeur précise dans
une liste ou un p-uplet ou un caractere précis dans une chaine. Pour cela on compare la valeur cherchée
successivement a toutes les valeurs du tableau.

L’algorithme s’arréte dés que I’élément est trouvé ou si la fin du tableau est atteinte.

Algorithme de recherche d’un élément x dans un tableau t de longueur n :

i=20

tant que i < n et x différent de t[i]
i=1+1

fin tant que

si i <n
renvoyer i

Programme en Python :

def recherche(x, t):

n = len(t)
i=20
while 1 < n and x != t[i]:

i=1+1
if 1 < n:
return i

Pour évaluer le coiit, nous comptons le nombre de comparaisons qui sont effectuées.
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Si I’élément recherché n’est pas dans le tableau ou si c’est celui qui est examiné en dernier, il est
nécessaire de parcourir tout le tableau, donc d’effectuer n itérations si la taille du tableau est n, pour
examiner chaque élément du tableau avec n comparaisons. Le cofit est donc linéaire en n.

En Python, on peut aussi utiliser une boucle for avec une sortie de boucle éventuellement prématurée.

def recherche(x, t):
for i in range(len(t)) :

if t[i] == x:

return i

4.3 Recherche d’un extremum

Nous disposons d’un ensemble de nombres dans lequel nous cherchons un extremum. Ce peut étre un
maximum, un minimum, ou les deux.

Algorithme de recherche du maximum : si la liste est non vide, on suppose que le maximum est le
premier élément, puis on parcourt la liste et chaque fois qu’on rencontre un élément plus grand que le
maximum provisoire, on dit que c’est le nouveau maximum provisoire.

Il s’agit encore d’un parcours séquentiel dans une liste de nombres.

def maximum(liste) :
maxi = liste[0]
for x in liste:
if x > maxi:
maxi = x
return maxi

Le méme algorithme est utilisé pour chercher une valeur approchée du maximum d’une fonction f
sur un intervalle [a; b].

def maximum(f, a, b, n):
maxi = f (a)

X = a
for k in range (n) :
X = x + dx
y = £(x)
if y > maxi:
maxi =y
return maxi

La recherche d’un minimum est similaire. Il suffit de remplacer le signe > par le signe < dans la
comparaison.

La recherche d’un maximum ou d’un minimum est basée sur le parcours séquentiel d’une liste avec
un nombre borné d’opérations pour chaque élément. Le cofit est donc linéaire.

On peut rechercher conjointement le minimum et le maximum.
Exemple de recherche dans une liste :
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def minmax (liste) :
liste[O0]
maxi = liste[0]
for x in liste:

mini

if x > maxi:
maxi = X

if x < mini:
mini = x
return mini, maxi
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