
Nombres complexes

1 Définition

Il existe un ensemble de nombres, appelé ensemble des nombres complexes et notéC, vérifiant les
propriétés suivantes :

1. C contientR.

2. C contient un nombre notéi ( ou parfoisj ), vérifianti2 = −1.

3. L’addition et la multiplication vérifient les mêmes propriétés de calcul dansC et dansR.

2 Forme algébrique

2.1 Définition, représentation géométrique

Tout nombre complexez s’écrit de manière unique sous la formez = a + ib , a et b étant deux
reels.

a est la partie réelle dez : a = Re(z), b est la partie imaginaire dez : b = Im(z).

Représentation géométrique
A tout nombre complexez = a + ib est associé l’unique pointM du plan de coordonnées(a; b) ;

z est appelé "l’affixe" deM .

A tout vecteur
−→
u du plan de coordonnées(x; y) est associé un unique nombre complexez =

x + iy ; z est appelé l’affixe de
−→
u .

Si les pointsM etM ′ ont pour affixes respectivesz etz′ alors
−→

MM ′ a pour affixez′ − z.

2.2 Conjugué

On appelle conjugué du nombre complexez = a + ib le nombre complexe notéz , défini par

z = a− ib

Remarque : Les pointsM d’affixe z et M ′ d’affixe z sont symétriques par rapport à l’axe des
abscisses.

Propriétés :

z + z′ = z + z′

zz′ = zz′

zz = |z|2 = a2 + b2

a = Re(z) =
z + z

2
b = Im(z) =

z − z

2i
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2.3 Lignes de niveau des fonctionsz −→ Re(z) et z −→ Im(z)

La ligne de niveauk de la fonctionz −→ Re(z) est l’ensemble des pointsM du plan dont l’affixe
z verifieRe(z) = k. Cette ligne de niveau est la droiteDk d’équationx = k.

La ligne de niveauk de la fonctionz −→ Im(z) est l’ensemble des pointsM du plan dont l’affixe
z verifie Im(z) = k. Cette ligne de niveau est la droite∆k d’équationy = k.

3 Forme trigonométrique ou exponentielle

3.1 Définitions

M est le point du plan dont l’affixe est le nombre complexez = a + ib.
Module : On appelle module du nombre complexez = a + ib, la quantité

ρ = |z| = OM =
√

a2 + b2

Propriété : Si les pointsM etM ′ ont pour affixes respectivesz etz′ alorsMM ′ = |z′ − z|.

Argument : On appelle argument du nombre complexez une mesureθ de l’angle

(
−→
u ,

−→
OM

)
Notation :θ = arg(z)

3.2 Forme trigonométrique ou exponentielle

z = ρ(cos θ + i sin θ) = ρeiθ z = ρ(cos θ − i sin θ) = ρe−iθ

produit :
zz′ = ρeiθρ′eiθ′

= ρρ′ei(θ+θ′)

quotient :
z

z′
=

ρeiθ

ρ′eiθ′ =
ρ

ρ′
ei(θ−θ′)

puissance:

zn =
(
ρeiθ

)n
= ρneinθ

3.3 Formules de Moivre et d’Euler

Formule de Moivre :

(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ)

Formule d’Euler :

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
sin θ =

eiθ − e−iθ

2i

3.4 Lignes de niveau des fonctionsz −→ |z − a| et z −→ arg(z − a)

La ligne de niveaur > 0 de la fonctionz −→ |z − a| est le cercle de centre le pointA d’affixe a
et de rayonr.

La ligne de niveauα de la fonctionz −→ arg(z − a) est la demi-droite d’origine le pointA

d’affixe a et dont les pointsM vérifient dans le repère(O;
→
u,

→
v ) :

(
−→
u ,

−→
AM

)
= α + 2kπ
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4 Equations du second degré

4.1 Equationz2 = m, avecm ∈ C

Méthode trigonométrique :

on am = reiθ et on posez = ρeiα.

Il faut alors résoudre le système :

{
ρ2 = r
2α = θ + 2kπ

On trouve les deux solutions :

{
z1 =

√
rei α

2

z2 =
√

rei(α
2
+π)

Les pointsM1 etM2 d’affixesz1 etz2 sont symétriques par rapport à l’origine du repère.

Methode algébrique:
On am = a + ib et on posez = x + iy.

Il faut alors résoudre le système :


x2 − y2 = a
2xy = b

x2 + y2 =
√

a2 + b2

On trouve deux solutions opposées.

4.2 Equationaz2 + bz + c = 0

On calcule :
∆ = b2 − 4ac

On résoud l’équation :
δ2 = ∆

qui admet toujours des solutions opposéesδ1 et δ2 avec éventuellementδ1 = δ2 = 0

L’équationaz2 + bz + c = 0 admet alors deux solutionsz1 =
− b + δ1

2a
et z2 =

− b + δ2

2a
avec

éventuellementz1 = z2 = −
b

2a
si δ1 = δ2 = 0.

5 Applications géométriques

Propriété 1 : Si les pointsM etM ′ ont pour affixes respectivesz etz′

alors
−→

MM ′ a pour affixez′ − z.

Propriété 2 : Si les vecteurs
−→
u et

−→
u′ ont pour affixes respectivesz etz′

alors
−→
u +

−→
u′ a pour affixez + z′.

Propriété 3 : Si les vecteurs
−→
u et

−→
u′ ont pour affixes respectivesz etz′

alors l’angle

(
−→
u ,

−→
u′
)

est égal àarg

(
z′

z

)
= arg(z′)− arg(z).

Propriété 4 : z etz sont les affixes de deux points symétriques par rapport à l’axe des abscisses.
z et−z sont les affixes de deux points symétriques par rapport à l’origine.
z et−z sont les affixes de deux points symétriques par rapport à l’axe des ordonnées.
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