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Nombres complexes

1 Définition

Il existe un ensemble de nombres, appelé ensemble des nombres complexe€ gtérifiant les
propriétés suivantes :

1. C contientR.
2. C contient un nombre noté( ou parfois; ), vérifianti2 = —1.
3. L'addition et la multiplication vérifient les mémes propriétés de calcul dagisdansR.

2 Forme algébrique

2.1 Définition, représentation géométrique

Tout nombre complexe s’écrit de maniére unique sous la forme= a + ib , a etb étant deux
reels.
a est la partie réelle de: a = Re(z), b estla partie imaginaire de: b = Im(z).

Représentation géométrique
A tout nombre complexe = a + ib est associé I'unique poidt/ du plan de coordonné¢s;b) ;
z est appelé "l'affixe" dé/.

A tout vecteur « du plan de coordonnéds; y) est associé un unique nombre complexe-
z + iy ; z est appelé I'affixe dew .

Si les pointsM et M’ ont pour affixes respectiveset 2’ alors M M’ a pour affixez’ — .
2.2 Conjugué
On appelle conjugué du nombre complexe: a + ib le nombre complexe not&, défini par
Z=a—1b

Remarque : Les pointsM d’affixe z et M’ d’affixe z sont symétriques par rapport a I'axe des
abscisses.

Propriétés:

z+2=Z+27

2zl =7Z2

2Z =22 = a4+ b?

Z2+Zz z—Z

a:Re(z): b:Im(z) = %




2.3 Lignes de niveau des fonctions — Re(z) etz — Im(z)

La ligne de niveaw de la fonction: — Re(z) est 'ensemble des poinfg du plan dont I'affixe
z verifie Re(z) = k. Cette ligne de niveau est |la droitg, d’équationz = k.

La ligne de niveaw de la fonction: — I'm(z) est'ensemble des poinid du plan dont I'affixe
z verifie Im(z) = k. Cette ligne de niveau est la droite: d’équationy = k.

3 Forme trigopnométrique ou exponentielle

3.1 Définitions

M est le point du plan dont I'affixe est le nombre complexe a + ib.
Module : On appelle module du nombre complexe- a + ib, la quantité

p=lz| =0M = +/a? +b?
Propriété : Si les pointsM et M’ ont pour affixes respectiveset 2’ alorsM M’ = |2/ — z|.
Argument : On appelle argument du nombre complexene mesuré de I'angle (7, OM

Notation :0 = arg(z)
3.2 Forme trigopnométrique ou exponentielle

z = p(cosf + isinf) = pe' Z = p(cos — isin @) = pe~ ¥

produit :
2o = pezepleze _ pplez(9+9)
guotient :
0
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puissance

oM = (p(iw)n — pneinG

3.3 Formules de Moivre et d’Euler
Formule de Moivre :
(cos O + isinB)" = cos(nh) + i sin(nh)
Formule d’Euler : , A A )
610 + 6—10 . 610 . 6—19
cos) = ——— sin = ———
2
3.4 Lignes de niveau des fonctions — |z — a| etz — arg(z — a)

La ligne de niveau > 0 de la fonctionz — |z — a| est le cercle de centre le poidtd’affixe a
et de rayor .
La ligne de niveawx de la fonctionz — arg(z — a) est la demi-droite d'origine le poind

d'affixe a et dont les pointg/ vérifient dans le repéng; u, v) : <7, HZ) =a+2kr

2



4 Equations du second degré

4.1 Equationz? = m, avecm € C
Méthode trigonométrique :
on am = re' et on pose: = pe'®.

pr=r
200 = 0 + 2km

e
z1 = /re'2
.o
2y = /rel(3HT)

Les pointsM; et M, d'affixesz; etzs sont symétriques par rapport a I'origine du repére.

Il faut alors résoudre le systéeme : {

On trouve les deux solutions : {

Methode algébrique:
Onam = a + ibeton pose = x + uy.

-y’ =a
Il faut alors résoudre le systeme : 2zy = b

2%+ y* = Va2 + b2

On trouve deux solutions opposeées.

4.2 Equationaz? +bz+c=0

On calcule :
A =b* — dac
On résoud I'équation :
2=A
qui admet toujours des solutions opposé&est §, avec éventuellement = d, = 0
P . 2 . - + 51 —-b + 62
L'équationaz“ + bz + ¢ = 0 admet alors deux solutions = oy etzg = oy avec
a a

b .
éventuellement; = 25 = ~3a Sid; =9 = 0.
a

5 Applications géométriques

Propriété 1: Siles pointsM et M’ ont pour affixes respectiveset 2’
alorsM M’ a pour affixez’ — z.

—

s saz - — . .
Propriété 2 : Siles vecteursu et «/ ont pour affixes respectiveset 2’
—
alors v + u' apour affixez + 2’.

—

Propriété 3: Siles vecteursu et u/ ont pour affixes respectiveset >’
/

- z
alors I'angle( u, u’> est égal airg () =arg(z') —arg(z).
z

Propriété 4 : z etz sont les affixes de deux points symétriques par rapport a I'axe des abscisses.
z et—z sont les affixes de deux points symétriques par rapport a I'origine.
z et —z sont les affixes de deux points symétriques par rapport a I'axe des ordonnées.



