Courbes de Bézier et barycentres ou contraintes

1 Courbes de Bézier et barycentres

Une application pratique du barycentre est la construction des Coueldgdéziker en Conception
Assistée par Ordinateur.

1.1 Introduction

Soit M (t) le barycentre déA, 1 —t), (B, t).

t est la proportion du segmet B] ou se situe le poind/ (t) :

t=0 = M=A

=0,5 = M =milieude[AB]

t=1 = M=28B

Quandt parcourt I'intervalle[0, 1], il est clair que le poinf\/(¢) décrit tout le segmen B].

Vocabulaire : le segmenfAB] est la Courbe de Bézier de degré@vec les points de control
et B. Les polynémes — ¢ ett sont les polyndmes - poids de Bernstein de dégré

1.2 Premiére construction

Construisons une courbe paramétrée en rajoutant une 2éme étape préeéqe :

lére étape :

— SoitM;(t) le barycentre d¢A, 1 —t), (B, t); My(t) décrit|AB].

— SoitMs(t) le barycentre d€B, 1 — t), (C,t); Mx(t) décrit[BC].

2éme étape :

— SoitM (t) le barycentre déMy, 1 — t), (M, t).
Remarque: M (t) se situe & la méme proportion du segmeét V5] que M, par rapport au segment
[AB] ou M> par rapport au segmefBC].

Propriété de la construction: La courbe obtenue est I'enveloppe des segm@dis\/,] : en tout
point M, la tangente a la courbe est le segniditf /5]

M (t) décrit alors une Courbe de Bézier de degréui, par construction commence énet se
finiten C, et a pour tangentesiB) en A et (BC') enC. C'est en fait un arc de parabole.

Les propriétés d’association du barycentre nous permettent d’exphifter plus directement :
M (t) est ainsi le barycentre det, (1 — t)2), (B, 2t(1 — t)), (C,t?).

Vocabulaire : M (t) décrit la Courbe de Bézier de degré@vec3 points de controled, B et C.
Les Polyndmesl — )2, 2t(1 — t) ett? sont les polyndmes - poids de Bernstein de dégré

1.3 Deuxiéme construction

Construisons une courbe paramétrée en rajoutant une 3éme étape préeeqe :
1lére étape 3 Courbes de Bézier de degré

— SoitM;(t) le barycentre déA, 1 —t), (B, t); My (t) décrit[AB].

— SoitMs(t) le barycentre d€B, 1 — t), (C,t); Ma(t) décrit[BC].

— SoitM3(t) le barycentre d¢C, 1 — t), (D, t); Ms(t) décrit[CD].

2éeme étape2 Courbes de Bézier de dedgté



— Soit NV (t) le barycentre déM;,1 —t), (Ma,t)

— SoitNy(t) le barycentre déMsy, 1 —t), (Ms,t)

3eme étapet Courbe de Bézier de degsé

— SoitM(t) le Barycentre d€Ny, 1 — t), (No, t)
On obtient un schéma pyramidal, le schéma de De Casteljau, que I'on pqualaiiger ; le nombre
d’étapes nous donne le degré de la courbe obtenue au final.

Les propriétés d’association du barycentre nous permettent d’expiififer plus directement :
M (t) est ainsi le barycentre ded, (1 — t)3), (B, 3t(1 — t)?), (C, 3t2(1 — t)), (D, 3).

Vocabulaire : M (t) décrit la Courbe de Bézier de degrévec4 points de contrdled, B, C et D.
Elle part deA pour finir enD. C’est en fait un arc de Cubique

Les polynémeg1 — )3, 3t(1 — t)? , 3t>(1 — t) et+3 sont les polyndmes - poids de Bernstein de
degrés.

Intérét du degr@ : en plus des courbes d’'une plus forte régularité, il permet de deskiseylis
(comme ceux de la cubique d'équatiop = 23 — 3z, enz = 1 ou —1), ou des points d’inflexion
(comme celui de la cubique d'équationy .= 2> — 3z , enz = 0), ou des points de rebroussements
(comme le point médian dans le chiff8¢ ou des points doubles (comme le croisement dans la lettre
«), ce que le degr@, avec ses arcs de paraboles, ne sait pas faire !

Cas particulier : courbe d’un polynéme de degré
On peut définir la courbe de la fonctighde la formef (z) = az? + bz + cx + d ( fonction
cubique, de dérivé¢’(x) = 3az? + 2bx + ¢), comme une courbe de Bézied points de contrdle.
On s’impose leurs abscisses j < rp < z¢ < xp Suite arithmétique : ainsf est définie sur
lintervalle [z 4, zp].
On voudrait alors savoir comment déterminer les ordonpgess , yo , Yp-
— Pas de probleme pour [esxtrémitésA et D : elles sont sur la courbe dé: y4 = f(z4) et
yp = f(zp) -
— Quant aux2 points intermédiaired3 et C, ils sont chacun sur une tangente a la courbe de
f:Bsurlatangente ed : yp = y4 + (xp — xa)f'(z4); C sur la tangente e® : yo =
yp + (zc —xp)f'(zp) .
Remarque: de nombreux logiciels de dessin utilisent les courbes de Bézier de tlegré

1.4 Exemple

-,

Le plan est muni d’un repére orthonorntél; i, j). On considére la courbe de Bézi&rde points
de définitionPy(1;2), P1(5;4) et Px(8; 3).
1. Pour toutt de [0; 1], on noteGG;(t) le barycentre des points pondéié%,1 — ¢) et (Py,t), et
G+(t) le barycentre des points pondé(és, 1 — t) et (P, t).
On rappelle que le barycentid (¢) des deux points pondérés,, 1 — t) et(Go, t) est un point
de la courbe”, et que la tangente@ en ce pointM (t) est la droite G (t)G2(t)).

(@) Pour les valeurs suivantesid@lacer les point&: (t), Go(t) et M (t) sur une méme figure :
t=0,t=1/4,t=1/3,t=1/2,t=2/3,t=3/4,t=1.

(b) En déduire l'allure de la courl@.
2. Onrappelle que la courbe de Béziea pour représentation paramétrique :

O—]\>4(t) = Z Bi,2(t>@

ou le nombre varie dans I'intervalld0; 1].



(a) Déterminer les coordonnées= f(t) ety = g(t) du pointM (t).

(b) Etudier les variations des fonctiofigtg sur|0; 1] et regrouper les résultats dans un tableau.
(c) Quelle information supplémentaire apporte le tableau de variation ?

(d) Tracer la courbé’.

1.5 Historique et autres propriétés importantes des Courbg de Bézier

Le concept a été développé initialement dans le cadre de la constructionchileoen France
a partir des années 60, par des ingénieurs (Bézier chez Renault,sidji@achez Citroén) qui cher-
chaient a définir de la maniére la plus concise les courbes des cagssser

Une Courbe de Bézier est une courbe paramétrique qui permet trés raiemplepar construc-
tion itérée de barycentres (Algorithme de Casteljau), de réaliser un anudaeccontinu d’extrémités
imposées, et avec des Paints de Contrdle qui définissent les tangeatesaparbe.

Apres traduction de cette construction en coordonnées du péiny décrivant la Courbe de
Bézier, on se rend compte que les Points de Contréle définissent plusrarat les vitesses (pour
Bézier de degré 2), voire les accélérations (pour Bézier de degré®)int M (¢) .

Une Courbe de Bézier revient a réaliser une sorte de Moyenne Fendiéne suite de segments
contigus, bornés par les Points de Contréle.

Remarque: Les propriétés du barycentre (conservé par transformation affiekeanque) en-
trainent la propriété suivante : appliquer une méme transformation affine d® points de contrdle
revient & appliquer cette transformation affine a I'ensemble de la courbe.

Les Courbes de Bézier et courbes dérivées sont ainsi a la bgselides vectorielles de caractéres
et images vectorielles utilisées actuellement dans nos ordinateurs.

Par exemple : mettre une lettre de police vectorielle en italiques revient a dépdsceoints de
contrdle supérieurs vers la droite d’autant plus qu’ils sont éloignéshiskade la lettre, invariante (par
une transformation affine appelée "cisaillement") ; de méme, en dessin dtammea morphing d’'une
courbe est beaucoup plus simple a décrire par la seule dynamique dergsslp controle.

2 Présentation par vecteurs et contraintes
2.1 Définition

On considéere une courbe de Bézier associéenatixl points de contrélé?, P, ..., P,. Elle a
pour représentation paramétrique :

n
—
OM(t) = 3" Bin(t)OP,
i=0
avect € [0;1].
ou lesB; ,,(t) sont les polyndmes de Bernstein de degré

La courbe de Bézier a pour extrémités les points de définitipet P, .
Py P, est un vecteur directeur de la tangentegra la courbe de Bézier.
P, 1P, estun vecteur directeur de la tangente®ra la courbe de Bézier.

e —
On définit alorsn + 1 vecteurs?, 7 ..,V par:

%0=0F, W=RPA, V,=Ph, ... , Va=P, 1P,



et une courbe a I'aide de cast+ 1 vecteurs, c’est-a-dire un ensemble de poig) tels que
—> n
OM(t) =" f:(H)V;
=0

avec entre autres les contraintes suivantes :
fo, f1, f2, ..., fn SONt des fonctions polyndmes de degrét |a variable varie dang0; 1] ;

OM(0) = 70 (pourt = 0, le pointM est enk,);
o — .
OM(1) = 70 + 71 +...4+ V,, (pourt = 1, le pointM est enP,);

2.2 Remarque

OFy=Vo, OPi=Vo+Vi, OP=Vo+WVi+Vs, .. , O =Y V.
On peut donc exprimer chaque fonctifiit) & I'aide des polyndmes de Bernstein et réciproque-

ment.
Par exemple en utilisant :
— — O —
OM(t) = fo()OPs + 3 fi(H)(OP, — OP;_1)

i=1

on obtient : o
OM(t) = 3 (filt) = fir1(1)OP, + fu()OP,
=0

Soit: By, () = fn(t) etpouri < n, B; ,(t) = fi(t) — fit1(t)

2.3 Exemple

Le plan est muni d’un repére orthonorntél; ;7j)

On admet que la courbe de Bézi€rassociée a trois vecteu%, 7 7 a pour représentation
paramétrique :
OM(t) = Vo + (—£2 + 20V} + £2Vh

ou le nombre réel varie dans l'intervallgo; 1].
1. Ondonne les coordonnées des vecteﬁ?(ﬁl; 2), 171(2; 4), @(4; 3)
(a) Exprimer en fonction déeles coordonnées = f(t) ety = g(t) du pointM ().

(b) Etudier les variations des fonctiofieet g sur|0; 1] et regrouper les résultats dans un méme
tableau.

(c) Préciser les directions des tangentes a la coartaix pointsi/(0), M(1/2) et M(1)
obtenus pout =0,¢t =1/2ett = 1.

(d) Construire ces tangentes et la couthe

2. Déterminer les coordonnées des points de contrble et comparer itia&flonnée de la courbe
avec celle utilisant les polynémes de Bernstein.

3. On remplace maintenant le VeCté?jl(Q; 4) par le vecteuﬁ(Q; 1). Reprendre les quatre ques-
tions de la question 1.

4. Le changement du vecteur a-t-il une influence locale ou globale southe de Bézier ?



